Reflexões, isometrias e arvores by Talpo, Humberto Luiz
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE 
CAMPINAS 
Instituto de Matemática, Estatística e Computação 
Científica- IMECC 
Departamento de Matemática 
"" Reflexões, Isometrias e Arvores 
Dissertação de Mestrado 
Humberto Luiz Talpo 
Orientador: Prof. Dr. Marcelo Firer 
Fevereiro de 2002 
Campinas - SP 
"' Reflexões, Isometrias e Arvores 
Banca Examinadora: 
Prof. Dr. Marcelo Fire:r 
Pro:f'. Dr". Dessislava H. Kochloukova 
Prof. Dr. Arnaldo Mandei 
Este exemplar corresponde à redação 
final da dissertação devidamente 
cojrril?;ida e defendida por Humberto 
Luiz Talpo e aprovada pela comissão 
julgadora. 
Campinas, 28 de Fevereiro de 2002. 
,~~,F~ 
Prof. Dr. Marcelo Firer 
Dissertação apresentada ao Instituto 
de Matemática, Estatística e 
Computação Científica, UNICAMP, 
como requisito parcial para a 
obtenção do Título de MESTRE em 
Matemática. 
UNI!lA!lE 
N' 
!lATA 
N•CP!l __________ __ 
Tl49r 
FICHA CATALOGRÁFICA ELABORADA PELA 
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP 
Talpo, Humberto Luiz 
Reflexões, isometrias e árvores I Humberto Luiz Talpo --
Campinas, [S.P. :s.n.], 2002. 
Orientador : Marcelo Firer 
Dissertação (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas, 
Instituto de Matemática, Estatística e Computação Científica. 
l. Isometria (Matematica). 2. Árvores. 3. Automorfismo. !. Firer, 
Marcelo. li. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de 
Matemática, Estatística e Computação Científica. lll. Título. 
Dissertação de Mestrado defendida em 28 de fevereiro de 2002 e aprovada pela 
Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs. 
(a). Dr (a). MARCELO FIRER 
Prof (a). Dr (a). DESSISLAVA HRISTOVA KOCHLOUKOVA 
Prof (a). Dr (a). ARNALDO MANDEL 
"Dedico este 
trabalho aos meus 
pais, minha esposa 
e minha filha" 
Agradecimentos 
Agradeço: 
primeiramente a Deus, pela presença constante em minha vida e por me dar forças 
para concluir mais uma jornada. 
ao Marcelo Firer pela competência e dedicação na orientação deste trabalho e prin-
cipalmente pela amizade. 
a FAPESP pela concessão da bolsa. 
aos professores do IMECC. 
a banca examinadora pelas sugestões, em especial a Prof"Dessislava pela grande 
contribuição neste trabalho. 
e finalmente aos amigos, que de algum modo incentivaram e contribuíram para a 
conclusão deste trabalho, em especial ao pessoal do "escritório". 
Resumo 
Definimos uma reflexão em grafos como sendo um automorfismo involutivo cujo conjun-
to de pontos fixos é uma geodésica completa. Utilizando este conceito demonstramos 
o produto de duas reflexões é uma isometria elíptica se e somente se os conjuntos de 
pontos fixos tem intersecção não vazia. Além disto, para o caso de árvores com valên-
cia 4k constante, mostramos que o fecho topológico do grupo gerado por reflexões tem 
índice 2 no grupo de automorfismos da árvore. Exploramos ainda uma possibilidade 
de inserir este conceito de reflexões em uma teoria axiomática similar a desenvolvida 
por Hjelmslev. 
Vl 
Abstract 
We define a ref!ection a graph as an involutive automorphism whose set of fixed 
pomt;s 1s a geodasic. concept, we prove the product two 
such refiections is an eliptic isometry if and only lf its sets of fixed points has non-
empty intersection. Moreover, for the case of a regular tree of valency 4k, we prove 
that the topological closure of the group generated by reflections has index 2 in the 
group of automorphisms of the tree. We explore also a possibility to insert this concept 
of reflection in an axiomatic theory similar to the one developed by Hjelmslev. 
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Introdução 
Nos mais diferentes contextos geométricos, o conceito de reflexão tem sido exausti-
vamente explorado. conceito reflexão já sido utilizado para 
demonstrar o que mais tarde, em ótica geométrica, ficou conhecido como Principio 
de Fermat (restrito a um espelho) e Bernoulli já havia explorado conceitos co-
relatos para resolver o problema da brachístocrona. Após o Erlangen Program de F. 
Klein, desenvolveram-se resultados e teorias fortemente baseados neste tipo de conceito. 
Temos desde a decomposição de isometrias como produtos de reflexões, realizada em 
geometria sintética seguindo os passos de Alexandrov ou, alternativamente, utilizando-
se de resultados elementares de álgebra linear, até o estudo de grupos discretos de 
reflexão, os assim chamados grupos de Coxeter, com todos os seus desdobramentos. 
Especialmente na última década, houve um grande desenvolvimento de métodos 
geométricos aplicados a teoria de grupos, considerando-se principalmente a ação de 
grupos combinatóricos em grafos e árvores. No entanto, até onde chega o nosso conhe-
cimento, não encontramos referências significativas sobre o estudo de reflexões neste 
contexto. A principal referência a este respeito é o trabalho de Moran ([Mo]), no qual 
explora um conceito de reflexão em uma linha (atribuída a Micha Perles) que ignora 
qualquer conceito geométrico. 
A proposta inicial deste trabalho foi desenvolver um conceito geométrico (ao menos 
na inspiração) de reflexões em grafos e mais particularmente em árvores. O trabalho 
está dividido em três capítulos, organizados do seguinte modo: 
O primeiro capítulo está dividido em quatro seções. Na primeira apresentamos 
os conceitos básicos sobre grafos e árvores fundamentais para o desenvolvimento do 
trabalho, alguns resultados sobre a equivalência de estruturas combinatórica e métrica 
em um grafo e alguns resultados específicos sobre árvores, utilizando principalmente 
sua estrutura métrica. As definições básicas seguem, grosso modo, a apresentação 
lX 
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feita por Cohen ([Co]), apesar de adaptarmos a notação àquela adotada Chlswell 
([Ch]). Na segunda seção, mostramos como de maneira formal um grafo como 
sendo um espaço topológico e definimos, no contexto de grafos, alguns conceitos usuais 
topologia, tais como grupo fundamental e espaço de recobrimento. Além disso, 
apresentamos alguns resultados que caracterizam um grafo em função da apresentação 
de seu grupo fundamental Na terceira seção apresentamos a classificação das isometrias 
em uma árvore, de modo semelhante a classificação existente em espaços hiperbólicos, 
bem como alguns resultados que as caracterizam. As definições e notações básicas 
seguem a adotada por Chlswell ([Ch]), que adotamos pois distingue entre inversões e 
isometrias hiperbólicas, distinção que não é em textos mas que é importante 
para o desenvolvimento deste trabalho. Na seção que encerra o capítulo apresentamos 
alguns resultados básicos sobre ações de grupos. A ação de grupos em grafos em geral e 
em árvores em particular tem um papel importante na teoria combinatória de grupos, 
e serve como base para a teoria de Bass-Serre, que trata principalmente de grafos de 
grupos (um tipo de grafo mais geral do que o tratado no texto) e suas ações. Como 
referência para esta teoria, citamos os textos de Dicks ( [Di]), Serre ([Se]) e Cohen 
([Co]). 
O segundo capítulo é o cerne deste trabalho. Conforme já mencionado, este conceito 
é pouco explorado na literatura dentro deste contexto e a definição que adotamos é 
bem mais restritiva que a adotada, por exemplo, por Moran ([Mo]) e assemelha-se em 
suas propriedades com o conceito usual de reflexões em geometria absoluta. Adotada 
a definição, apesar de um certo grau de arbitrariedade na escolha dos pontos fixos 
(veja o exemplo 71, assim como a observação que o antecede), partimos para o estudo 
das reflexões e do grupo por elas gerado. Primeiramente estudamos a classificação de 
isometrias que se decompôem como produto de reflexões em termos da posição relativa 
das geodésicas de reflexão. A caracterização é clara para o produto de duas reflexões 
(Teorema 76 e Corolário 77) e menos definitiva no caso do produto de mais do que duas 
reflexões (Exemplo 78 e Proposição 79). Na última seção deste capítulo tratamos da 
questão principal deste trabalho, que é a determinação do "tamanho" do grupo gerado 
por reflexões. Consideramos o fecho topológico (R) deste no grupo de automorfismos 
Aut (r) de uma árvore r e mostramos que, para árvores de valência constante 4k, (R) 
tem índice 2 em Aut (r). 
No capítulo 3, introduzimos de forma ex-tremamente breve o conceito de grupos 
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pré-Hjelmslev, uma teoria axiomática de grupos planos de reflexões, que engloba tanto 
o caso euclidiano como o caso hiperbólico, ou seja, uma teoria de isometrias de geome-
tria neutra. A idéia inicial era conseguir axiomatizar a teoria de reflexões em árvores 
regulares, introduzindo-se o necessário de modificações no corpo de axJIOrrlas 
de grupos pré-Hjelmslev. Sob este ponto de vista, este capítulo quase que poderia 
ser considerado como um apêndice, pois além das definições apresentamos apenas um 
exemplo de tentativa frustrada de se adequar a teoria a este caso. No entanto, opta-
mos por incluir o capítulo pois, já no final do trabalho de redação, surgiu uma idéia 
aparentemente promissora, um fio da meada a ser seguido em desenvolvimentos futuros 
Capítulo 1 
"' Grafos e Arvores 
Apresentamos neste capítulo conceitos básicos sobre grafos, árvores e ações de grupos, 
bem como as notações que serão utilizadas no decorrer do texto. Também serão des-
critos alguns resultados sobre caracterização de árvores e suas propriedades. O título 
Grafos e Arvores pode até certo ponto parecer redundante, pois uma árvore nada mais 
é do que um tipo especial de grafo, porém, o que justifica o ênfase no nome árvores é 
o fato de que concentraremos nosso estudo neste tipo especial de grafo. 
Como o objetivo principal deste capítulo é familiarizar o leitor, alguns resultados 
não serão demonstrados, mas deixaremos indicado onde encontrar a demonstração. 
Referências básicas sobre o assunto são, por exemplo, os textos de [Co], [Ch] ou [Se]. 
Todos os resultados apresentados neste capítulo podem ser encontrados em ao menos 
um destes textos. 
1.1 Noções Básicas 
Definição 1 Um grafo é uma quádrupla A = (V (A) , E (A) , a, -) que consiste de dois 
conjuntos disjuntos, um conjunto V (A) de vértices e um conjunto E (A) de arestas de 
A, junto com duas aplicações 
a E (A) __....V (A) 
E (A) __.... E (A) 
tais que para todo é E E (A), é oi E' e E= E'. 
1 
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Com base nas duas aplicações, definimos uma aplicação 
r : E (A) ---> V (A) 
por r (c) = u (€) . Chamamos r (c) de vértice final ou ponto final, u (c) de vértice 
inicial ou ponto inicial e i' de inverso de c, onde c é uma aresta. Se os pontos inicial e 
final de uma mesma aresta coincidirem, isto é, a (ê) =r (ê), chamamos esta aresta de 
laço. 
Na prática representamos um grafo por um diagrama, usando a seguinte convenção: 
A cada vértice do grafo associamos um ponto e a cada par {E i, E i} de arestas as-
sociamos um segmento, modo que identificamos os extremos deste segmento aos 
pontos identificados como vértice inicial e vértice final da aresta. Uma apresentação 
mais rigorosa sobre a realização geométrica de grafos será feita na seção 1.2, mas por 
enquanto esta descrição pictórica é útil para ilustrarmos os exemplos. 
Exemplo 2 Um grafo contendo cinco vértices x, y, z, u, v e oito arestas E1, c:1, cz, E2, 
c:3,ê3,é4,ê4, comx = a(êl) = r(e3), y = r(e1 ) = a(éz), z = r(éz) = a(c:3), 
u = (}" ( ê 4 ) e v = r ( c:4) é representado pelo diagrama 
Exemplo 3 Também o diagrama 
representa um grafo com três vértices, x, y, z e oito arestas E1, E1, E2, e2, ê3, ê3, ê4, c:4, 
onde x = IJ (c: I)= r (21) =a (c:2) =r (e4), y =r (E2) =a (é3) e z =r (23) =a (e:4) 
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Exeiilplo 4 Considere o seguinte diagrama, onde o conjunto de vértices é igual a Z 
com a(sn) = n, r(sn) = n+ 1 para n E Z 
-2 -1 o 1 2 
A este grafo damos o nome de grafo canônico de z. 
Definição 5 Dados dois vértices x, y E V (A) dizemos que x e y são adjacentes se 
existe e E tal que a (e)= x e r (e) = 
Definição 6 Seja A um grafo. Um subgrafo A1 de A é um grafo cujos conjuntos V1 dos 
vértices e E1 das arestas são subconjuntos de V e E respectivamente e cujas aplicações 
a e- são as restrições à E1 das mesmas aplicações em E. 
Exeiilplo 1 Considere o subconjunto N de Z. Então 
o 1 2 3 4 
representa um subgrafo do grafo canônico deZ, onde o conjunto de vértices é N. A 
este subgrafo, damos o nome de grafo canônico de N. 
Exeiilplo 8 Considere agora um intervalo fechado discreto [x, ylz c Z. Então 
••• ---411 
x+1 x+2 x+3 Y 
também representa um subgmfo do grafo canônico de Z. 
Um caminho de comprimento nem um grafo A é uma sequência E1é2···én de arestas 
tal que o ponto final de Ei é o ponto inicial de Ei+l· Dizemos que E1E2 .•. én liga o seu 
ponto inicial r5 (s1) ao seu ponto final r (sn)· Se c = e1E2···En é um caminho em A, 
então C 1 = Enfn_1 ... 1:1 é o caminho inverso de c. Por convenção, o caminho definido 
pelo conjunto vazio, denotado por E0, é dito caminho trivial e seu ponto final coincide 
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lrunbém por convenção, o vértice lni<;ial (e final) pode ser escoihido com o inicial. 
arbitrariamente. 
Um caminho é chamado redutível se existe i tal que Ei+l = Ei, caso contrário é 
chamado irredutível. caminho ê 1ê 2 ... én é dito fechado se a (ê1 ) = T (EnJ· os 
exemplos acima, 2 e 3 são os únicos com caminhos fechados irredutíveis. 
Se para quaisquer x, y E V (A) existe um caminho c1E2 ••• én tal que a (e:1) = x e 
T (cn) = y, dizemos que o grafo A é conexo. Todos os exemplos acima, com exceção do 
exemplo·2, são conexos. 
Definição 9 Uma floresta é um grafo sem laços no qual todo caminho fechado é re-
dutível. Uma floresta conexa é cf!,am>aa:a l'irvt>rP 
Observe que as componentes conexas de uma floresta são árvores e que qualquer 
subgrafo de uma floresta é também uma floresta. 
Do mesmo modo que foi definido subgrafos, também definimos sub-árvores, ou seja, 
uma sub-árvore é um subgrafo conexo no qual todo caminho fechado é redutível. 
Existem maneiras diferentes de se definir uma árvore, mas que são essencialmente 
equivalentes, e isso será mostrado nos resultados que seguem. 
Proposição 10 Um grofo A é uma floresta se, e somente se, paro todos dois vértices 
x, y E V (A) existe no máximo um caminho irredutível de x à y. 
Demonstração: Se supormos que A não é uma floresta, existe um caminho fechado 
E1 •.• En que é irredutível. Então s 1 ... En-1 e 
pontos inicial e final. 
são caminhos irredutíveis com mesmos 
Agora supomos que c e d são caminhos diferentes e irredutíveis em A tais que c 
e d tem mesmos pontos inicial e final e o comprimento de c mais o comprimento de 
d é o menor possível com esta propriedade. Então cJ.-1 é caminho fechado e como a 
soma dos comprimentos é minimal, cJ.-1 é irredutível, em particular A não é floresta. O 
Proposição 11 Um grafo A é uma árvore se, e somente se, para todos dois vértices 
x, y E V (A) existe um único caminho irredutivel de x à y. Ainda mais, se A é um 
grafo e x0 é um vértice tal que para todo vértice x1 , existe um único caminho irredutivel 
em A com ponto inicial x0 e ponto final x;, então A é uma árvore. 
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Den1onstração: A primeira parte é uma consequência direta da última proposição 
e do fato uma floresta é uma árvore se, e somente se, for conexa. Para a segunda 
parte, observamos que se quaisquer dois vértices x, y E V (A) são ligados por um 
se aplica tarnb<3m ao caso particular x = xo e y = x 1. 
Para mostrar a recíproca usamos o fato de que existem caminhos irr.eclntív~e;is 
c(de xo à x) e d(de x0 à y). Então c 1d é um caminho de x à y, possívelmente não 
irredutível. Cancelamos todos os sub-caminhos da forma c1c1 em c-1d, repetidas vezes 
até obtermos um caminho irredutível h de x à y. Assumimos que existe um outro 
caminho irredutível j de x à y. Então c e dy- 1 são caminhos de x0 à x. Como de j 
são irredutíveis, existe decomposição d = d1 d2 , j = com d1, j 1 iredutiveis e J2 
maximais satisfazendo a condição d2 = j 2 • Segue que d1)1 1 é caminho irreditível 
de xo a x. Como estamos admitindo a existência de um único caminho irredutível de 
x0 à x obtemos que c = ddi\ donde h = j. O 
Antes de prosseguirmos com os resultados, vamos precisar de algumas definições: 
Definição 12 Uma floresta maximal de um grafo dado é uma floresta que não está 
propriamente contida (como subgrafo) em nenhuma outra floresta do grafo. 
Definição 13 Sejam A1 e A2 subgrafos de A. Definimos a intersecção A1 n A2 como 
sendo um grafo, cujo conjunto de vértices e arestas são dados pela intersecção dos 
conjuntos de vértices e arestas de A1 e A2 e as aplicações a e- em A1 n Az são as 
restrições das mesmas aplicações em A1 ou A2 . De modo semelhante definimos a união 
A1 U A2 como sendo um grafo, cujo conjunto de vértices e arestas são dados pela união 
dos conjuntos de vértices e arestas de A1 e Az e as aplicações a e- em A1 U Az são 
extensões das aplicações em A1 ou A2. 
Proposição 14 Seja F uma floresta ma:cimal em um grafo A e seja A1 uma compo-
nente conexa de A. Então F contém todo vértice de A e FnA1 é uma floresta ma:cimal 
em A1. Em particular F n A1 é uma árvore. 
Demonstração: Seja x um vértice de A, se x não pertence à F então F U { x} é 
uma floresta contendo F, contradizendo a maximalidade de F. Um subgrafo de uma 
floresta também é floresta, de modo que F n A1 é uma floresta. Supomos que F n A1 
não é uma floresta maximal em A1 e seja Fi uma floresta maximal em A1 que contém 
F n Então U F 1 é a união disjunta de F1 e F\ A1 , e é uma floresta que contém 
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como subconjunto próprio F, uma coJiltradição. completar a demonstração, basta 
mostrar que n A1 é conexo. Mas é ver uma floresta em um grafo 
conexo é conexo também, isto é, é uma árvore. o 
Definição 15 Um grafo A é 
finitos. 
finito se ambos os conjuntos E (A) e V (A) forem 
Para o caso finito, árvores possuem outras caracterizações, que veremos nas propo-
sições abaixo. 
Proposição 16 Seja r uma árvore com mais de um vértice. Então r contém 
ao menos dois vértices tais que cada um deles é o ponto inicial de uma única aresta 
em 
Demonstração: Como r é finita, existe o limite superior do comprimento dos cami-
nhos com vértices distintos. Seja então s1s2 •.. sn um caminho irredutível com vértices 
distintos e com comprimento máximo. Então En é a única aresta que termina em T (sn). 
De fato, suponha que En+l é uma aresta diferente do inverso En de En que tem como 
ponto inicial T (sn). Se o ponto final T (sn+l) de En+l é o ponto inicial de Er para algum 
r, o caminho Er ... Enên+J é um caminho fechado e irredutível, contradizendo o fato de 
que r é uma árvore. Então e 1e 2 ••• enên+l é um caminho que tem vértices diferentes, 
contradizendo a maximalidade do comprimento de e 1ê 2 •.. ên. Isto implica que En é a 
única aresta que termina em r (ên) e consequentemente, En é a única aresta com ponto 
inicial a (en) = T (sn). De modo semelhante demonstra-se que e1 é a única aresta que 
tem como ponto inicial a (eJ). D 
Proposição 17 Seja A um grafo finito e conexo com n vértices e m pares de arestas 
do tipo {si, Ei}· Então A é uma árvore se e somente se n = m 1. 
Demonstração: Primeiro vamos supor que A é uma árvore. Se n = 1 então m = O. 
Se A tem mais que um vértice, escolhemos uma aresta Er com ponto inicial x, tal que 
não exista nenhuma outra aresta com ponto inicial x. Seja ~ o grafo que é obtido 
a partir de A eliminando-se as arestas Ero Er e o vértice x. Então ~ é uma floresta. 
Mostremos que ~ é conexo, ou seja, ~ é uma árvore e por indução 
n- 1 = IV (~)I= IE (~)I+ 1 = (m- 1) + 1. 
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Dados y, w E il, existe um caminho s1 c:2 ... én em A que a (21 ) = y e 
T (cn) = w. Se não é um caminho em para algum í = 1, ... n, a aresta Ei termina 
em x, isto é, r (si) = x. Então éi+l tem corno ponto inicial x, isto é, a (ci+l) = x. 
é a aresta tem com ponto final x e c, é a aresta que tem 
como ponto inicial x, obtemos que ci+1 = Ei Então o caminho não é irredutível, uma 
contradição. 
Agora supomos que A é um grafo finito e conexo tal que n = m + 1. Seja r uma 
árvore maximal em A. Como r é uma árvore maximal, r tem o mesmo número de 
vértices de A e conforme a primeira parte da demonstração, o número de pares de 
arestas de r é n - L r contém toda aresta de A e r = O 
No texto apresentado até o momento um grafo foi considerado corno um objeto 
dotado de urna estrutura combinat6rica e os resultados foram demonstrados usando 
apenas esta estrutura. No entanto, é possível considerar um grafo como uma estrutura 
métrica, de modo que morfismos da relação de incidência (dado pelas aplicações a e 
T ) traduzam-se por morfismos da estrutura métrica, conforme veremos no próximo 
teorema. 
Porém, antes do teorema vamos precisar de algumas definições: 
Definição 18 Um homomorfismo de grafos, que denotamos por 1j; : r 1 ___, r 2 , é um 
par de aplicações 1j; E : E (r 1) _____. E (r 2) ,'lj;v : V (r 1) ___, V (r 2), satisfazendo : 
1. a2 ('lj;E (ê)) = 7f;v (a1 (ê)), 
2. 'lj;E (E')= 'lj;E (ê) 
Ou seja, é uma aplicação que envia vértices à vértices, arestas à arestas e que 
comuta com as aplicações a e-; preservando a orientação das arestas. 
Um homomorfismo é dito injetor (sobrejetor) se ambas as aplicações 'lj;E e 'lj;v forem 
injetoras (sobrejetoras). 
Quando o homomorfismo é invertível chamamos de isomorfismo e um isomorfismo 
é chamado automorfismo quando r1 = rz. 
Definição 19 Seja A um grafo. Uma geodésica de A é um subgrafo de A isomorfo 
ao grafo canônico de Z. Similarmente, um subgrafo isomorfo ao grafo canônico de N 
é chamado semi-geodésica e um subgrafo isomorfo à um intervalo [n, m)z é chamado 
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,,,;w.e11.cv geodésico. Representamos um segmento geodésico por [x, y] onde x, y são 
vértices em 
Seja r um grafo e x, y E V (r). Dizemos que v E (r) está entre x e y, fato 
que denotamos por L (v; x, y ), se v está contido em algum caminho irredutível mi.nimal 
entre x e y. Note que da maneira como foi definido, x, e também y, estão entre x e y. 
Observe que se r for uma árvore o caminho irredutível minimal entre quaisquer dois 
vértices é único. 
A função 
d y) := ; í é caminho entre x e 
é uma função distância em r. É imediato constatar as seguintes propriedades: 
1. x, y E V (r) são adjacentes se, e somente se, d ( x, y) = L 
2. Um grafo é uma floresta se, e somente se, todo caminho irredutível de compri-
mento n é isomorfo ao intervalo discreto [O, nJw .- [O, n] n N, ou seja, se todo 
caminho irredutível é um segmento geodésico. 
3. Um caminho em r é uma aplicação í : [a, blz --+ r tal que 
d(í(x),!(Y))::; lx-yl; Yx,yE [a,b]2 . 
Para x E V (r), seja B (x, i) := {y E V (r); d (x, y) =i}, i E N, a esfera de centro 
x e raio i. A cardinalidade IB (x, i) I de uma esfera de ralo 1 é chamada de valência de 
x, isto é, a valência de um vértice é o número de vértices adjacentes a ele. Uma árvore 
r é dita regular se quaisquer dois vértices de r tem a mesma valência. 
Vamos agora apresentar o resultado que mostra a equivalência em se trabalhar com 
uma estrutura combinatórica ou métrica em um grafo. 
Teorema 20 Sejam r e A grafos, então todo isomorfismo 1/J : r --+ A é uma isome-
tria, ou seja, d(1j; (x),"lj;(y)) = d(x,y) Y x,y E V(r). 
Demonstração: Sejam x, y E V (r) e seja E1E2 ... En um caminho irredutível mi.nimal 
tal que (J" (El) =X e T (ên) = y. Logo, por definição, d (x, y) = n. Se 1/J: r--+ A é um 
isomorfismo, segue que 
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é um caminho irredutível mínima! tal que 
e 
T (?/; (en)) = 1/J (T (en)) = ?/; (y) 
donde segue que 
d (?j; (x), ?j; (y)) = n = d (x, y) 
D 
Corolário 21 Toda isometria 'P : r ____, A sobrejetom é um isomorfismo. 
Demonstração: Segue de modo imediato do teorema anterior. D 
Mostrado a equivalência entre as estruturas combinatórica e métrica de um grafo, 
vamos a partir de agora dar um ênfase maior a árvores, pois este é nosso principal 
objeto de estudo neste trabalho. Assim sendo, os resultados que serão descritos a 
seguir estão relacionados apenas com árvores. Estes resultados são simples, porém 
úteis, e envolvem as propriedades métricas de uma árvore. Comecemos com o seguinte: 
Proposição 22 Sejam x,y,z e w vértices de uma árvore r, tal que [x,y] n [x,z] = 
[x, w]. Então: 
1. [y,w] n [w,z] = {w}, [y,z] = [y,w] U [w,z] e [x,y] n [w,z] = {w}; 
2. Se Ym é um ponto de [x, y] tal que d (x, Ym) = m e Zn é um ponto de [x, z] tal que 
d (x, Zn) = n, então d (ym, zn) = m + n- 2min {m, n, d (x, w)}; 
3. w depende somente do conjunto { x, y, z} e não da ordem em que os elementos 
são escritos. 
Demonstração: 
(1) Temos que y,w E [x,y], logo [y,w] Ç [x,y], do mesmo modo [w,z] Ç [x,z], 
assim sendo, se u E [y, w] n [w, z] então u E [x, y] n [x, z] = [x, w]. Portanto u E 
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[x, w] n [y, w] = { w}, uma vez w E [x, yj . Consequentemente [y, w] n [w, z] = { w}, 
e [y, z] = [y, w] U z], pois r é árvore. Finalmente, como w E [x, y], [x, y] = 
[x, w] U [w, y], deste modo [x, y] n [w, z] = ([x, w] n [w, z]) U ([y, w] n [w, z]), e ambas 
intersecções são iguais a E [x, z]). 
(2) Sem::; d(x,w) então Ym,Zn E [x,z] e deste modo d(ym,Zn) = lm-nl. 
maneira análoga se n::; d(x,w) então Ym,Zn E [x,y] e d(ym,zn) = lm-nl. Caso 
contrário, sem> d(x,w) e n > d(x,w), então Ym E [y,w] e Zn E [z,w], e por (1) 
obtemos que 
d (Ym,w) + d (w, Zn) 
Ym)-d(x, +(d 
m + n - 2d ( x, w) 
deste modo d (ym,zn) = m + n- 2min{m, n, d (x,w)}. 
(3) Temos que 
[y, x] n [y, z] [y, x] n ([y, w] U [w, z]) 
[y, w] U ([y, x] n [w, z]) 
-d(x, 
- [y, w] U ([y, w] n [w, z]) U ([w, x] n [w, z]) 
Mas pelo item (1), [y,w]n [w,z] = {w} e segue que [w,x]n[w,z] = {w}, uma vez que 
w E [x, z], portanto [y, x] n [y, z] = [y, w]. De maneira análoga [z, x] n [z, y] = [z, w], o 
que conclui a demonstração. D 
Segue dos itens (1) e (3) da proposição anterior que [y, z] n [w,x] = {w} e [z,x] n 
[w, y] = {w}; também [x, y] n [y, z] n [z, x] = {w}. 
Os segmentos ligando x, y e z são ilustrados pela seguinte figura, que justifica em 
alguns textos o nome de "Proposição -Y". 
y z 
w 
Denotamos o ponto w = [x, y] n [x, z] n [y, z] obtido na proposição anterior por 
Y(x,y,z). 
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Definição 23 Sejam x1 , x2 , ••. , Xn vértices uma árvore Dizemos que [xb Xn] = 
, x;+l] para todo xi com 2 ::; í ::; n. 
Observações: Para vértices x, y, z em uma á..-vore, são equivalentes: 
1. [x,y]n[y,z]={y}; 
2. [x, z] = [x, y] U [y, z]; 
3. [x,z] = [x,y,z], isto é, y E [x,z]; 
Y(x,y,z)=y; 
d (X, Z) = d (X, y) + d (y, Z) . 
É possível generalizar (3) e (5) através da seguinte proposição: 
Proposição 24 Seja r uma árvore e X o, x,' ... , Xn vértices em r. Então são equiva-
lentes: 
Demonstração: 
(1) =;. (2) Basta usar indução sobre n e as observações anteriores. 
(2) =? (1) Novamente vamos usar indução sobre n. A igualdade é trivial se n = 1 e 
segue direto das observações anteriores se n = 2. Se n > 2, pela desigualdade triangular 
temos 
d (xo, Xn) < d (xo, Xn-d + d (xn-1• Xn) 
n-1 
< L d (xi-lo X;)+ d (Xn-1, Xn) = d (xo, Xn) 
i=l 
assim d (xo, Xn-1) = 2.::7:11 d (xi-1, x;), logo [xo, Xn-1] = [xo, x,, ... , Xn-d por indução. 
Também d (xo, Xn) = d (xo, Xn-d + d (xn-1, Xn), donde segue 
D 
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Proposição 25 Seja r uma árvore. Se x 0 , xb ... , Xn são vértices com Xi =I para 
1 ::; i < n- 2 e xi] n [xi, xi+1 ] = {xi} para 1 ::; i ::; n - 1, então [x0 , xn] = 
í l LXo, X1, ... , XnJ. 
Demonstração: Se n ::; 2 não há nada o que provar. Suponha n = 3. Assumimos 
xo =I x1 e x2 X3, poís contrário novamente não há o que provar. Seja w = 
Y (xo, x2, x3). Como w E [xo, x2] e x1 E [xo, x2], temos que [x2, w] n [x2, xl] = [x2, v], 
onde v = w ou v = x1, dependendo do qual está mais próximo de x2 . Mas [x2, w] n 
[x2 ,x1J [x2,x3] n [x2,x1] = {x2}, assim v = x2• Como x1 =I x 2 , concluímos que 
w = x2, portanto [xo, x2] n [x2, x3] = { x2}, o implica [x0 , x3] = [x0 , x2 , x3] = 
[xo, Xb x2, xs]. Agora n > 3. [xo, Xn-d = [xo, X1, ... , Xn-2, Xn-1] = 
[xo, Xn-2, , logo 
como queríamos. o 
Proposição 26 Sejam [x, yj, [z, v] segmentos em uma árvore r. 
1. Se [x, y] n [z, v] =I 1/J, então [x, yj n [z, v] = [p, q], onde p = Y (x, y, z) e q = 
Y (x, y, v). Em particular, a intercecção de doís segmentos em r ou é vazia ou 
um segmento. 
2. Se [x, yj n [z, v] = 1/J, então [x, z] n [y, v] =ft 1/J. 
Demonstração: 
(1) Seja Wl E [x, yj n [z, v]' tal que [x, yj n [x, z] = [x, w,]. Pela proposição 22 temos que 
w1 = Y (x, y, z) = p. De maneira análoga, seja w 2 E [x, yj n [z, v] tal que [x, y] n [x, v] = 
[x,w2 ] (em particular w1 = w2 se [x,y] n [z,v], tiver um único ponto), daí segue, 
novamente pela proposição 22 que w2 = Y (x, y, v) = q, como p, q E [x, y] n [z, v], segue 
que [p, q] = [x, yj n [z, v]. 
(2) Assumimos que [x, y] n [z, v] = 0, logo como r é uma árvore, existe um úni-
co vértice p E [x, yj e um único q E [z, v] (p e q necessariamente distintos) tal que 
d ([x, y], [z, v]) = d (p, q). Daf segue que [p, q] está contido no caminho em r ligando x 
a z e no caminho ligando y a v, ou seja, [p, q] C [x, z] n [y, v]. O 
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Proposição 27 Seja r uma árvore e A, tl sub-árvores de r rom A n tl - Se 
x,z E e v E!::., então y] n [z,v] = [p,q], ondep E A e q E!::.. 
Demonstração: Se [x, y]n[z, v]= 0, então [x, z]n [y, v] i 0, pela proposição anterior, 
o que implica que A n u i 0 uma contradição. Novamente pela proposição anterior 
[x, y] n [z, v] = [p, q], mas p = Y (x, y, z) E [x, z], e q = (x, y, v) E [y, v], de modo 
que p E A e q E u. O 
Encerramos esta seção com mais um resultado envolvendo sub-árvores : 
Proposição 28 Sejam A, u sub-árvores disjuntas não vazias de uma árvore Então: 
(a) Existe um único elemento a E A tal que, 
disso, [x, y] nA= [x, a]. 
todo x E y E !::., a E [x, y]. Além 
(b) Existem únicos pontos a E A, b E u tais que [a, b] nA = {a}, [a, b] n tl = {b}. 
Além disso, se x E A, y E u, então [a, b] Ç [x, y]. 
Demonstração: Tome x 0 E A, y0 E !::.. Como A n u = 0, segue facilmente que 
[x0 , Yo] n A = [xo, a] para algum a E A, e [a, y0] n A = {a}. Sejam x E A, y E u. 
Pela proposição anterior, [x, y] n [x0, y0] = [p, q], onde p E A e q E !::.. Mas [xo, p] Ç 
[xo, yo] nA= [xo, a] e como [q, Yo] Ç u e [q, Yo] nA= 0, segue que 
[xo, a] = ([xo, q] u [q, Yo]) nA= [xo, q] nA c;;; [xo, qj 
Portanto [xo,p] Ç [xo, a] Ç [xo, q], o que implica [x0 , q] = [xo, p, a, q], assim a E [p, q] Ç 
[x, y] . Isto mostra a existência de a no item (a) . Se a' E A também tem a propriedade 
que a' E [x, y] para todo x E A, y E u, então a' E [a, y0] n A = {a} , mostrando a uni-
cidade. Por fim, o item ( b) segue facilmente aplicando-se o primeiro em ambos A e !::.. O 
A situação da prova da proposição acima é ilustrada pela seguinte figura: 
Chamamos o ponto a da proposição acima de projeção de u em A, e o segmento 
[a, b] é chamado ponte entre A e u. 
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1.2 Conceitos Geo:rnétricos e Topológicos 
Como vimos no início da seção anterior, um grafo pode ser representado por um dia-
grama, associando a cada vértice grafo um ponto e a cada par {E i, E i} de arestas 
um intervalo, de modo que identificamos os extremos deste intervalo aos pontos iden-
tificados como vértice inicial e vértice final aresta. 
Conforme prometido, definiremos de maneira rigorosa a realização geométrica de 
um grafo e apresentaremos alguns resultados básicos referentes a topologia de grafos. 
Não nos estenderemos por demais nestas questões por fugirem ao escopo deste trabalho, 
e nos restringimos a mencionar como referência básica sobre o assunto o livro [Co] . 
.ttE~to:rmmcw ao diagrama de um grafo, este ser descrito de maneira pelo 
que chamamos de realização geométrica de um grafo. 
Definição 29 Seja r um grafo e seja V = V (r) , E = E (r) . Consideremos o espaço 
topol6gico T que é a união disjunta de V e Ex [0, 1], ou seja, identificamos cada aresta 
Ei com o intervalo unitário I,, := {ci} x [0, 1], onde V e E são dotados com a topologia 
discreta. Seja ~ a relação de equivalência em T para a qual 
(c, t) ~ (t',l-t) 
(c, O) ~ a (c) 
(c, 1) ~ r (e) 
para E E E e tE [0, 1]. 
O espaço quociente Real( f) = T / ~ é chamado de realização geométrica do grafo 
r. 
Esta realização faz com que passemos a considerar um grafo (na verdade a realização 
geométrica do grafo) como sendo um espaço topológico, podendo assim usar métodos 
e ferramentas de topologia para resolver problemas que envolvem teoria de grafos. 
Um dos conceitos topológicos mais interessantes e que tem muitos resultados im-
portantes na teoria de grafos é o conceito de grupo fundamental, o qual apresentaremos 
a seguir. Antes porém, vamos esclarecer alguns conceitos. 
Seja r um grafo e seja f o caminho Clêz ... ên em r. Dizemos que o caminho g é 
obtido de f por reduções elementares se para algum i, êiH = Ei e g é o caminho 
E1E2···Ei-lêi+2···ên. 
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Dizemos o cmnirilio f é homotópico ao caminho g, fato que denotamos por 
f ~ g, se existe uma sequência de f, com 1 ::; r ::; m (para algum m), 
que h = fm = g e para todo r < m, fr+l é uma redução elementar de fr ou f, 
é uma redução elementar fr+l· Esta é obviamente uma relação e é 
imediato constatar que se f é um cmninho de x a y e f~ g, então g é também um 
caminho de x à y, o mesmo acontecendo com seus inversos. 
De modo usual definimos classe de homotopia dos caminhos, ou seja, a classe de 
homotopia [f] de um caminho f, consiste de todos os caminhos homotópicos a f. 
Se f e g são caminhos fechados com ponto inicial x, definimos o produto 
[f] [g] := [f g]. 
Este produto claramente independe dos representantes das classes de equivalência, ou 
seja, se [f]= [f'] e [g] = [g'] então [fg] = [f'g'J. Este produto é associativo e o caminho 
trivial define o elemento neutro [s0]. Além disso, [f] [r'J = [c0]· Assim, o conjunto 
das classes de homotopia de caminhos fechados em r com o mesmo ponto inicial x e 
com a operação definida acima, é um grupo chamado de grupo fundamental do grafo 
r com ponto base x, o qual denotamos por 'lrl (r, x). 
Quando o grafo r é conexo, o grupo fundamental não depende do ponto escolhido, 
ou seja, 1r1 (r, x) e 1r1 (r, y) são isomorfos, de modo que o denotamos simplesmente por 
'lrl (r). 
Definição 30 Seja r um grafo conexo. Qualquer caminho e:1s 2 ... ên em r pode ser 
considerado como um produto de elementos do grupo livre F (E), onde E é o conjunto 
das arestas de r. O conjunto R = {sE; sE E} Ç F (E), é chamado conjunto das 
relações de primeiro tipo. 
Fixemos um vértice a E r, para cada vértice x de r escolhemos um caminho fx de a 
à x, com la representando o caminho trivial. O conjuntoS= Ux; x E V (r)} Ç F (E) 
é chamado conjunto das relações de segundo tipo. 
O seguinte teorema dá uma apresentação do grupo fundamental de um grafo com 
relação aos conjuntos de relações definidos acima. 
Teorema 31 (E I R U S) é uma apresentação do grupo fundamental1r 1 (r, a). Nesta 
apresentação uma aresta En é enviada a classe de homotopia do caminho fxEnf;', onde 
O" (én) =X e T (ên) = y. 
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Derrwnstração: Seja = (E I R U S) e seja No fecho normal RUS no grupo 
F (E) , desta temos g N é um de G correspondente à g E (E) . 
Consideremos a aplicação 
1r (E) ----+ 1r1 a) 
En -----" [fxEnf;'] 
onde a (En) = x e T (én) = y e fx representa o caminho de a à x. 
A aplicação 1r está bem definida, pois para cada aresta En o caminho fxE:nf;; 1 
é um caminho fechado com ponto base a. Como (E) é segue que 1r é um 
Dnnb•§m é verificar que para qualquer f tal que a = x 
e T (f) = y, o homomorfismo 1r envia f a classe de homotopia [fxf fy- 1] . Em particular, 
1r envia EnEn ao elemento trivial, pois 
Observe que fx E F (E) é um caminho com ponto inicial a e ponto final x, deste 
modo 
1f (fx) = [Jafxf;'] = [/a] = 1 
Portanto, 1r induz um homomorfismo 
'P G --->r.1 (r, a) 
gN---> [fagf;'] 
Agora definimos um homomorfismo 1/;: r.1 (r, a) -----> G, da seguinte maneira: 
Se f é um caminho fechado em r com ponto inicial a, 1/; envia a classe de homotopia 
de f à imagem canônica f N de f em G. 
Esta aplicação está bem definida, pois dois caminho fechados com um mesmo vértice 
a representam o mesmo elemento do grupo fundamentalr.1 (f, a) se e somente se um 
deles é obtido do outro substituindo-se várias vezes o elemento trivial por crEr ou 
vice-versa. 
Mostramos assim que 
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pOlS 
1/J'P (f N) - 1/Jr. (f) = 1/J ( [f a f f;; 1]) = 1/J ([f]) = f N 
'P1/J ([f]) - 'P (JN) = 11: = [faJf;; 1] =[f] 
ou seja, 'P é um isomorfismo. 
17 
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O teorema seguinte fornece uma outra apresentação para o grupo fundamental de 
um grafo, usando agora uma árvore maximal. 
Teorema 32 Seja r uma maximal num grafo conexo Então r.1 (A) tem 
apresentação (E I U { En; E:n E E (r)}) . 
Demonstração: Seja a um vértice de A. Para cada vértice x em A, seja fx o único 
caminho irredutível em r de a à x. Obviamente os elementos fx E F (E) são conse-
quências de elementos { En; E:n E E (r)}. Mostremos que os elementos { En; En E E (r)} 
são consequências de {fx; x E V (A)} U { EnEn; En E E (A)}. De fato, Er é uma aresta de 
r ligando x a y, então fxêr = jy ou fx = jyEr· Nos dois casos Er é uma consequência 
de {fx; x E V (A)} U {e "E; E E E (A)}. O 
Corolário 33 Seja A um grafo conexo e r uma árvore maximal de A. Então 1r1 (A) é 
um grupo livre cuja base contém exatamente um elemento de cada par (t:n, ên) que não 
está em r. O elemento de r.1 (A) que corresponde a aresta ên é a classe de homotopia 
de fxEnfy onde x e y são respectivamente os pontos inicial e final de En e fx e f" são 
os únicos caminhos irredutíveis em r do ponto básico aos pontos x e y. 
Demonstração: Segue imediatamente do teorema anterior. o 
Corolário 34 Um grafo conexo é uma árvore se e somente se o seu grupo fundamental 
é trivial. 
Demonstração: Segue de modo imediato do corolário acima. o 
Para o caso de grafos finitos, podemos caracterizar o grupo fundamental em termos 
do número de vértices e de arestas. 
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Corolário 35 Seja A um grafo finito e conexo com n vértices e m pares de arestas. 
tWI.;Wo 1r1 é um grupo livre de posto m - n + L 
Demonstração: Seja r uma árvore maximal em A. Então r tem n vértices e n - 1 
pares de arestas. posto de 1r1 (A) é o número de pares de arestas que não em 
istoé,m-n+L o 
Definição 36 Sejam r e r grafos conexos e p : r ---+ r um homomorfismo de grafos. 
Se para todo vértice x E r, a aplicação p induz uma bijeção do conjunto de arestas 
de r com ponto inicial x ao conjunto de arestas de r com ponto inicial p (X) , a 
apliaação p é chamada aplicação de recobrimento e r é chamado grafo de recobrimento 
de 
Proposição 37 Sejam r e r grafos conexos e p : r --+ r uma apliaação de recobri-
mento. Então p (r) =r. 
Demonstração: A condição de recobrimento assegura que p (E (r)) = E (r) se 
tivermos que p (V (r)) = V (r) , ou seja, basta mostrar que p é sobrejetora sobre os 
vértices de r. Como os grafos são todos não vazios, existe xo E p (V (r)). Dado 
x E V (r), consideramos um caminho s1s2 •.. En com ponto inicial x 0 e ponto final x. 
A condição de recobrimento nos garante que s1 = p (€1), para algum €1 E r. Como 
pé homomorfismo, temos que p(r(€1)) = r(s1). Usando novamente a condição de 
recobrimento, obtemos que s2 = p (E2), para algum €2 E r e, recursivamente, teremos 
que p(r(En)) = T (En) =X. O 
Proposição 38 Sejam r e r grafos conexos e p : r --+ r uma aplicação de recobri-
mento. Seja f um caminho de r com ponto inicial x E V (r) . Então para qualquer 
vértice x E V (r) tal que p (x) = x, existe um único caminho f de f com ponto inicial 
x e tal que p (J) =f. 
Demonstração: Seja f = ele2···en um caminho em r tal que (f (f) =X. Suponha 
que para algum r existam únicas arestas êí, ê;, ... , ê;. de f tais que êíê; ... ê;. é um cami-
nho em r com ponto inicial x e tal que p (êi) = ei para i :::; r onde p (X) = x. Então 
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p ( T ( ê;.)) = T (e,) e deste modo existe uma única aresta e,:;; tal que cr ( ê;:;i) = T ( ê;.) 
e com p ( ê;:;i) = er+l· O resultado segue [J 
Encerramos esta seção coma 
Proposição 39 {Co, Cap. 5, Prop. 29} Sejam r e r grafos conexos e 
p:r---+r 
uma aplicação de recobrimento. Sejam J e g caminhos em r tais que cr ( 1) = cr (9) e 
P(J) =p(?f). Então f c::: 
1.3 Isometrias 
Alguns resultados e definições desta seção fazem sentido num contexto mais amplo de 
grafos, mas restringimo-nos exclusivamente ao caso de árvores, pois como foi dito ante-
riormente, este é nosso principal objeto de estudo. Também nesta seção consideraremos 
apenas as isometrias de uma árvore em si mesma, ou seja, estamos considerando na 
realidade automorfismos, mas preferimos usar o termo isometria e esta escolha fará 
sentido no decorrer do texto. 
A idéia de isometrias em árvores é tratada por Chi.swell ( [Ch, Cap. 3]), em um 
contexto mais amplo que o nosso, o de A-árvores, que em poucas palavras são definidas 
como árvores onde a métrica utilizada assume valores em um grupo abeliano ordenado 
qualquer, por exemplo JR., e não necessariamente nos naturais. 
Nesta seção, árvores e sub-árvores serão assumidas não vazias, segmento geodésico 
será chamado apenas de segmento, e a menos que seja especificado, quando dissermos 
que X E r, na verdade queremos dizer que X E V (r). 
A classificação de isometrias em árvores é similar à classificação de isometrias em 
espaços hiperbólicos. Antes de falar da classificação de isometrias em árvores, a tit-
ulo de motivação, vamos apresentar de modo sucinto a classificação de isometrias em 
espaços hiperbólicos. Comecemos com a seguinte definição genérica: 
Definição 40 Dada uma isometria rp : X ---+ X de um espaço métrico (X, d), a 
função de translação de rp é definida por 
d9 (z) = d (z, <.p (z)) 
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isometria cp : X ---+ X, 
função de translação, do seguinte modo: 
1. cp é dita elíptica se 
inf d'P (x) =O 
xEX 
e existe xo tal que d'P (x 0 ) = infxEX d'P (x), ou seja, se cp possui ponto fixo. 
2. cp é dita parabólica se 
d"'(x)=O 
mas não existe xo tal que d"' ( x0 ) = infxEx d" ( x) . 
3. cp é dita hiperbólica se 
inf d" (x) >O 
xEX 
e existe x0 tal que d, (xo) = infxEX d, (x) > O. 
4. cp é dita loxodrômica se 
inf d, (x) >O 
xEX 
e não existe Xo tal que d, (xo) = infxEX d" (x) > O. 
Esta classificação é particularmente importante no caso das isometrias que preser-
vam orientação no plano hiperbólico. 
Se considerarmos o modelo do disco de Poincaré llll2 = { z E C; lzl < 1} cuja fronteira 
é o círculo unitário 8llll2 = {z E C; lzl = 1}, o grupo de isometrias que preservam 
orientação pode ser identificado com PSL (2, JR) := Sl (2, JR) / { ±Id} e neste contexto, 
as diferentes classes de isometrias podem ser caracterizadas pelo seguinte resultado: 
Teorema 41 (Fi, Teorema 5.5]Seja cp uma isometria. São equivalentes as seguintes 
afirmações em co.da item: 
1. " cp é elíptico. se I traço ( cp) I < 2; 
'" cp possui um ponto fixo z E llll2 ; 
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" as esferas centradas em z são invariantes por rp. 
2. " 'P é parabólica se I traço ( cp) I = 2; 
" existe um único ponto z E 8]])2 fixo por cp; 
" as horoesferas centradas em z são invariantes por cp. 
3. " cp é hiperbólica se I traço ( cp) I > 2; 
" existem dois pontos z, w E âiDP fixo por cp; 
" existe geodésica invariante por 'P. 
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Como veremos, diversas destas caracterizações serão válidas também no caso de 
isometrias em árvores. 
Em uma árvore existem três possíveis classes de isometrias, elípticas, hiperbólicas 
e inversões, que serão caracterizadas a seguir. No caso de árvores porém, não exis-
tem isometrias parabólicas ou loxodrômicas, pois uma árvore é um espaço discreto e 
consequentemente o ínfimo (de uma função contínua) é sempre atingido. 
Definição 42 Seja r uma árvore e cp uma isometria de r----+ r. Dizemos que: 
1. cp é elíptica se cp possuí pontos fixos; 
2. <p é inversão se cp2 possui pontos fixos, mas cp não possui; 
3. cp é hiperbólica se não é elíptica, nem inversão. 
Exemplo 43 A aplicação 
n --+ -n+m 
define uma isometria elíptica do grafo canônico de Z se m for par e uma inversão se 
m for ímpar. 
Exemplo 44 Já a aplicação 
n --+ n+m 
define sempre uma isometria hiperbólica do grafo canônico de Z. 
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O comportamento de uma elíptica é descrito na proposição seguinte, onde 
(rp) denota o subgrupo cíclico gerado por 'P (no grupo de automorfismos métricos 
Antes de enunciar a proposição, definimos o ponto médio de um segmento [x, y] 
como um ponto p E [x,y] tal d(x,p) = d(y,p). É imediato [x,y] 
possui ponto médio se, e somente se, d ( x, y) for par. 
Proposição 45 Sejam r uma árvore e 'P uma isometria elíptica. Seja 
Fix ( 'P) = {X E r; rpx = X} 
o oonjunto dos pontos fixos de rp. Então 
1. Fix (rp) é uma sub-árvore não vazia, (rp)-invariante r. 
2. Se x E r e [x, p] é a ponte entre x e Fix ( 'P), então para qualquer a E Fix ( 'P), 
p = Y (x, a, rpx) e pé o ponto médio de [x, rpx]. Além disso, d (x, rpx) = 2-d (x,p) = 
2d (x, Fix (rp)) e [x,p] Ç [x, rpx] n [x, rp-1x). 
Demonstração: 
(1) Se 'P :fixa x e y, ela :fixa o segmento [x, y], pois 'P é uma isometria, ou seja, Fix ( 'P) é 
subgrafo conexo de r, portanto uma sub-árvore claramente não vazia e (rp)-invariante. 
(2) Seja a E Fix(rp) ex E r. Se y E [a,x], então y é o único ponto de [a,x] a 
distância d (a, y) de a, deste modo, 'PY é o único ponto de [a, rpx] a distância d (a, y) 
de a, dai segue que y E [a, x] n [a, rpx] se e somente se y = <py, isto é, [a, x] n [a, rpx] = 
[a, x] n Fix (rp) = [a,p], onde p = Y (x, a, rpx), [x, rpx] = [x,p, rpx] e [a, x] = [a,p, x]. 
Logo [p, x] n Fix (rp) = {p}. Aplicando 'P a ambos os termos desta igualdade temos 
[rpp,rpx] nFix(rp) = [p,rpx] nFix(rp) = {p} 
portanto [x, rpx] n Fix (rp) = [x, p, rpx] n Fix (rp) = {p}. Como 
d (x,p) = d (rpx, <pp) = d (rpx,p) 
pé o ponto médio de [x, rpx] donde segue que d (x, rpx) = 2d (x,p) = 2d (x, Fix (rp)), 
ou seja, [p, x] é a ponte entre x e Fix ( 'P). Agora trocando 'P por rp-1 , e notando que 
Fix ( 'P) = Fix ( <p- 1 ), segue que [x, p] Ç [x, rpx] n [x, rp-1x]. O 
A seguir será dada uma série de equivalências para se caracterizar uma isometria 
que é inversão. 
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Proposição 46 Seja r uma árvore e rp uma isometria. As seguintes afirmações são 
equivalentes: 
L cp é uma inversão, ou seja, rp2 tem pontos fixos, mas rp não tem; 
2. cp2 tem pontos fo;os e 'Vx E d (x, rpx) of 2n, n E N. 
3. Existe um segmento de r invariante por rp, e a restrição de rp a este segmento 
não tem pontos fo;os; 
4- Existe um segmento [x, y] em r tal que rpx = y, 'PY =X e d (x, y) i' 2n, n E N; 
Demonstração: 
(1) =? (2) Seja p um ponto fixo de rp2 Então rp2 fixa os extremos de [p, <pp], deste 
modo fixa pontualmente este segmento. Tome x E r e seja [x, q] a ponte entre x 
e [p, cpp]. Então [rpx, rpq] é a ponte entre rpx e [p, rpp], e rpq of q por hipótese. Pela 
proposição 25 temos que [x, cpx] = [x, q, rpq, rpx]logo 
d(x,rpx) - d(x,q)+d(q,rpq)+d(<pq,<px) 
- 2d (x, q) + d (q, <pq) 
mas, <p2 fixa q, e deste modo o segmento [q, rpq] é invariante por cp. Portanto d (q, <pq) of 
2n, pois do contrário 'P fixaria o ponto médio de [q, rpq]. Segue da igualdade acima que 
d (x, rpx) of 2n, n E N. 
(2) =? (3) Seja p um ponto fixo de rp2 Então [p, rpp] é invariante por <p, e pelo lema 
anterior, <p não tem pontos fixos. 
(3) =? (4) Suponha que cp[x,y] = [x,y], onde x,y E r e <p não fixa pontos em 
[x, y]. Então <p deve permutar os extremos x e y, e [x, y] não tem ponto médio (caso 
contrário, tal ponto seria fixado por <p ), de modo que d (x, y) i' 2n, n E N. 
(4) =? (1) Assumindo (4), segue da proposição anterior que <p não tem pontos fixos 
(caso contrário d(x,y) = d(x,cpx) = 2d(x,Fix(rp))), no entanto, rp2 fixa os pontos x 
e y. o 
Definição 47 Suponha <p uma isometria em uma árvore r. O conjunto característico 
de <p é o subconjunto 
A, := {p E [rp-1p, p] n [p, rpp] = {p}} 
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Vimos na prime:ira seção deste caJJít:ulo que para vértices x, y, z em uma árvore, são 
equivalentes: 
r •,-,r 1 {} "' .x,yj,, [Y,ZJ = y ; 
.. [x, z] = [x, y] U [y, z]; 
[ ] _f 1.. . f 1. e X, Z - tX, y, ZJ , IstO e, y E ,x, ZJ, 
.. Y(x,y,z)=y; 
.. d(x,z)=d(x,y)+d(y,z). 
Logo pot1en!los reescrever mane1ra 
Se <p é elíptica, segue da proposição 45 que A 10 = Fix ( <p ). Se <p é uma inversão, 
então A10 é vazio. De fato, suponha p E A,, <p não tem pontos fixos mas <p2 os tem. 
Segue novamente da proposição 45 aplicado à <p 2 que o ponto médio p de [<p-1p, <pp] 
é fixo por <p2 , equivalentemente <p-1p = <pp, e desde que p E [<p-1p, 'PP], p = <pp, uma 
contradição. 
Se <p é uma isometria hiperbólica, a estrutura de A10 é descrita pelo seguinte teorema, 
cuja demonstração pode ser encontrada em [Ch, Cap.3, Teor. 1.4]. 
Teorema 48 Sejam r uma árvore e <p é uma isometria hiperbólica. Então 
1. A, é uma geodésica (<p)-invariante. 
2. <p restrito à A 10 é equivalente à uma translação a ---+ a+ I ( <p) para algum l ( <p) E 
z. 
3. Se X E r e [x, p] é a ponte entre X e A;o, então p = y ( <p- 1x, x, <px), [x, <px] nA\' = 
[p, <pp], [x, <px] = [x, p, <pp, <px] e d (x, <px) = I ( <p) + 2d (x, p). 
Quando <pé hiperbólica, AI' é chamado de eixo de <p. 
De modo geral, consideramos a função translação d10 ( x) = d ( x, <px) e denotamos 
Conforme observamos anteriormente, l (<p) =O se, e somente se, <p for elíptica. 
O conjunto característico de uma isometria <p (que não seja inversão) está intima-
mente relacionado a l (tp), conforme mostra o corolário a seguir: 
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Cr>rr•lá:rio 49 Seja cp uma úJometria em uma árvore 
somente se = 00 Se cp não é uma inversão, 
Então cp é uma inversão se e 
l(cp)=min (x,cpx);xE e 
A"'= {p E d (p, cpp) = l (cp)}. 
Demonstração: Segue do teorema anterior e de observar 
l ( cp) = O e A 10 = Fix ( cp) o 
se cp é elíptica, então 
D 
Corolário 50 [Ch, Capo3, Cor. 1.6] Seja cp uma isometria em uma árvore r. Suponha 
que cp não é uma inversão. Então A"' intercepta toda sub-árvore ( cp) -invariante de r, 
e é minimal com esta propriedadeo 
A seguir vamos listar algumas propriedades simples, porém importantes de A"'. 
Proposição 51 Sejam cp e 1/J isometrias de uma árvore então: 
2. Ar' =A,; 
3. Se n é um inteiro, então l (cpn) = lnll (cp), e A, Ç A""· Se l (cp) > O e n =I O 
então A, = A,n ; 
4. Se A é uma sub-árvore (cp)-invariante de r, então l (cp) =I (cp1A) e A,IA =A" nA. 
Demonstração: Se cp é uma inversão, 1/Jcp?/J -l também o é e ( 1) é satisfeito. Se cp 
não é uma inversão (1) segue do corolário 49. 
Também o segundo item segue imediatamente da definição de A,. 
Já o item (3) é evidente se l (cp) =O ou n =O. (Se cp é uma inversão, potências 
ímpares de cp são inversões e potências pares são elipticas, pela proposição 46). Vamos 
assumir l ( cp) > O e n =I O. Então cpn age em A" como uma translação de amplitude 
lnll (cp), assim pela definição de A""' A" Ç AI'"· Além disso, por (1), A'P" é (cp)-
invariante, e cp deve induzir uma translação em A'P" (uma vez que cp2 não tem pontos 
fixos). Portanto pela definição de A", A"" Ç A", e (3) é satisfeito. 
Vamos agora provar a última afirmação. Se cp não é uma inversão, então AnA, =10 
, pelo corolário anterior, assim I ( cp) = I ( cp
1
A) e A, IA = A, nA pelo corolário 49. Se cp é 
uma inversão, então cp não tem pontos fixos em A, mas A n A,2 =I f/J pelo corolário 49, 
assim cp2 tem um ponto fixo em A. Deste modo 'PIA é uma inversão, e ( 4) é satisfeito. 
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1.4 Ações de Grupos em Árvores 
mc•do geral, a ação de grupos em grafos faz o papel de ponte entre as teorias 
combinatória de grupos e topologia. Esta teoria tem inúmeras aplicações. Por exE,m}Jlo, 
a teoria de grupos agindo em árvores fornece uma caracterização dos grupos que tem um 
certo tipo de estrutura em função da ação destes grupos em árvores. Um dos primeiros 
resultados, como veremos mais adiante, é que um grupo G é livre se, e somente se G 
"age livremente em uma árvore". Uma consequência deste resultado é que qualquer 
subgrupo de um grupo livre é liVTe. Muitos outros exemplo de aplicações desta teoria 
e uma leitura mais ser encontrada em [Co], [Di] ou [Se], mas nos 
restringiremos aos resmt.aacJs realmente básicos. 
Definição 52 Uma ação de um grupo G em um conjunto X é um homomorfismo 
rp : G ---+ Sim (X), onde Sim (X) é o grupo das permutações de X. Quando G age 
em X, dizemos que X é um C-conjunto. 
Por simplicidade denotamos gx := rp (g) ( x) (onde g E G e x E X) para representar 
a ação a esquerda de G. 
Um grafo r é chamado um G-grafo se ambos V (r) e E (r) são C-conjuntos, e além 
disso ge = ge e r (ge) = g (r (e)) para todo g E G e e E E (r) . 
A um grupo G gerado por um conjuntoS, podemos associar um grafo, conhecido 
como grafo ou diagrama de Cayley de G com relação a S, que é construído do seguinte 
modo: 
Se G é um grupo com apresentação G = (S I R) , o grafo ou diagrama de Cayley 
de G é o grafo r(G,S) tal que V(r(G,S)) = G e E(r(G,S)) = G x S x {-1,1}, 
onde a (g, x, 1) = g e T (g, x, 1) = gx, e com (g, x, ó) = (g, x, -ó), para ó = ±1, e dois 
vértices g, h são adjacentes se, e somente se, g-1h E S. 
Observe que o grafo obtido é altamente dependente da apresentação do grupo. 
Exemplo 53 O grafo canônico de Z nada mais é que o grafo de Cayley da apresen-
tação Z =(li 0). 
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Exexnplo 54 Seja = (x i 
diagrama 
= 1) , então o grafo de Cayley é dado pelo seguinte 
X 
1 
Exe:rnplo 55 Seja G = (x, y i xy = yx), ou seJa, é um grupo abeliano livre com 
dois geradores. grafo r ( G, { x, y}) é dado por 
yx·' y xy 
x·• x·' 1 X X 
y·'x·1 y·1 y·'x 
Exe:mplo 56 Para o grupo livre F = (x, y) , o grafo de Cayley r (F, { x, y}) é dado por 
yx·' yx 
y 
x·'y xy 
a:-2 x·' 1 X x2 
y·1 
y·'x·l y·'x 
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Seja G um grupo agindo em um grafo r. Se existe algum g E e alguma aresta En 
em r, que dizemos que G age com inversões, caso co11trári.o dizemos que 
G age sem inversões. 
Dizemos que um grupo age livremente em um grafo r se para qualquer g E 
e para qualquer vértice x de gx x. 
Dados G = (X I e r = r ( G, X), existe uma ação natural de em r definida 
do seguinte modo: 
Um elemento g E G, associa o vértice x (que é um elemento de G) com o produto 
gx e a aresta (h, y, 8) com a aresta (gh, y, 8). Note que G = (X I R) age livremente e 
sem inversões em seu grafo Cayley. 
A proposição a seguir mostra algumas relações entre a apresentação de um grupo e 
seu grafo de Cayley. 
Proposição 57 [Co, Cap.S, Lema 1] Sejam G um grupo, S um subconjunto de G e 
r (G, S) o grafo de Cayley de G com relação a S. Então: 
1. r ( G, S) é conexo se, e somente se, G é gerado por S; 
2. r ( G, S) é uma floresta se, e somente se, (S) é livremente gerado por S; 
3. r ( G, S) é uma árvore se, e somente se, G é livre com base S. 
Vamos agora ver alguns resultados que relacionam a estrutura de um grupo com 
a estrutura topológica de um grafo no qual o grupo age. Começamos com a seguinte 
definição: 
Definição 58 Seja r um grafo e r seu grafo de recobrimento. Um automorfismo de 
r cuja projeção sobre a base é identidade, é chamado transformação de recobrimento 
de r. 
Proposição 59 Seja p : r --+ r um recobrimento de grafos. Então o grupo G das 
transformações de recobrimento p atua livremente e sem inversões sobre r. 
Demonstração: Seja g um elemento não trivial de G tal que gx = x para algum 
X E v (r) . Por definição a imagem do automorfismo g E G de r via a aplicação p é 
a identidade de r, isto é, g como automorfismo é uma extensão da identidade de 
É obvio que a identidade de r é extensão da identidade de Como toda extensão é 
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única, temos que g é identidade de absurdo, pois tomamos g triviaL 
assumimos que gé =E' alguma aresta é em Então p (é) = p (gé) = p (E')= p (E), 
urna contradição. 
Teorern.a 60 Um grupo G é livre se, e somente se existe uma árvore r e uma ação 
livre e sem inversões de G em 
Demonstração: Seja r uma árvore e seja G um grupo que atua livre e sem inversões 
sobre Então a aplicação-: E (r jG) ----"E (r IG) pode ser definida porque a ação do 
grupo é sem inversões e segue r I G é um grafo. aplicação r ----" r I G 
é um recobrimento pois a ação de G sobre r é livre. O grupo fundamental do grafo 
rjG é isomorfo à G. Como o grupo fundamental de qualquer grafo é um grupo livre, 
G é livre. 
Reciprocamente, sejam G = ( S) um grupo livre e r 0 um grafo com apenas um 
vértice e um par de arestas {E, E} para cada elemento de S, onde cada uma destas 
arestas é um ciclo, ou seja, a(E) = T(E). Seja ainda r o recobrimento universal de 
r 0 . Então r é simplesmente conexo. F (S) é o grupo fundamental de r o e é isomor-
fo ao grupo de automorfismos do recobrimento r--+ r 0. Esse grupo atua livre e sem 
inversões sobre r que portanto é uma árvore, na realidade o grafo de Cayley r (G, S). O 
Definição 61 Um homomorfismo de grafos 4> : r ----" t:,. é chamado localmente sobre-
jetor se para todo vértice x E r e toda aresta e E !J., tal que a (e) = 4> ( x) existe uma 
aresta e1 de r com a (e1) = x e 4> (x) =e. Dizemos que 4> é localmente injetor se para 
quaisquer duas arestas distintas e1 e e2 de r tais que a (e1) = cr (e2), as arestas 4> (e:) 
e 4> ( e2 ) de tJ. são distintas. Um homomorfismo 4> é localmente bíjetor se é localmente 
injetor e localmente sobrejetor. 
Observação: Um homomorfismo localmente bijetor, é um recobrimento de grafos. 
Proposição 62 Seja 4> : A ----+ ll. um homomorfismo de grafos localmente sobrejetor. 
Seja r uma árvore e seja 7/J : r ----+ t:,. um homomorfismo de grafos. Seja ainda a 
E V (f) ex E V (A) tais que 4> (x) = 7/J (a). Então existe um homomorfismo de grafos 
'P: r----" A tal que 'P (a)= X e 4> o 'P = 7/J. 
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Demonstração: Consideremos todos os pares (r1, rp1) tais que r 1 é uma sub-árvore 
r com a E (ri), <p1 : --A é um homomorfismo de grafos tal que rp1 (a) = x e 
</;o <p 1 é a restrição de '1/J sobre r 1 . Tais pares existem, exemplo = {a} satisfaz 
as 
r 
Definimos a relação (r;, rp1 ) < (r2 , rp2 ) se é uma sub-árvore de r 2 e rp1 é a 
restrição de <p2 sobre f1. Usando o lema de Zorn obtemos que existe um par maximal 
(r o, 'Po) · 
Suponha que f o =I r. Então existe uma aresta c tal que. O" (c) E r o e T (c) f/:. r o. Co-
mo 4> é um homomorfismo localmente sobrejetor obtemos que existe uma aresta f 1 de A 
tal que O" ( êl) = 'Po (O" (f)) e tal que 4> (fi) = '1/J (f). Então definimos r 1 = ToU{ê, €, T (f)} 
e 1.p1 é a extensão de 'Po à r1 dada por rp1 (f)= ft, contradizendo a maximalidade do 
par (r o, 'Po). O 
Proposição 63 Seja 4> : r ---. L:i. um homomorfismo de grafos que é looalmente inje-
tor. Sejam 'P e 'ljJ homomorfismos de um grafo conexo A à r tais que 4> o 'P = if; o 'ljJ. Se 
existir um vértice x de A tal que 'P ( x) = '1/J ( x) então 'P = '1/J. 
Demonstração: SejaS= {x E V (A); 'P (x) = '1/J (x)}. Consideremos uma aresta ê 
em A tal que a (c) E S. Então 'P (c) e '1/J (c) são arestas em r com mesmos pontos iniciais 
e mesma imagem em L:i.. Como if; é localmente injetor isso implica que 'P (c) = '1/J (E:) e 
então T (c) E S. Isso implica que S =V (A) e 'P = '1/J. O 
Proposição 64 Sejam if; : r 1 __, L:i., 7/J : r 2 __, L:i., homomorfismos de grafos lo-
oalmente bijetores onde rl e r2 são árvores. Sejam X e y vértices de rl e rz res-
pectivamente, tais que <f;(x) = '1/J(y). Então existe um único isomorfismo de grafos 
'P: rl- rz tal que 'P (x) = y e '1/J o 'P = if;. 
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Dem.onstração: é uma árvore e 1/; é localmente existe um ho-
momorfismo rp : ---+ r 2 tal que rp = y e 1/; o rp = cp. Como 1/; é localmente injetor 
rp é o único homomorfismo com essas propriedades. Agora trocamos os papéis de e 
e um w : ---+ tal que w (y) = x e cjJ o w = 1/;. 
Então w orp (x) = x = idr1 (x) e como cjJ é localmente injetor obtemos 
Usando a mesma idéia provamos que w o rp = idr2 • 
Proposição 65 Seja cp : r --+ A um homomorfismo de grafos. 
1. Se cjJ é localmente sobrejetor e A é conexo, então cjJ é sobrejetor. 
worp = ídr,. 
D 
2. Se cjJ é localmente injetor, r conexo e A uma árvore, então cjJ é injetor. 
3. Se 9 é localmente bíjetor e r e A são árvores, então cp é bijetor. 
Dem.onstração: 
( 1) Seja E uma aresta de A tal que a ( ê) E 1> (V (r)) . Tome um vértice x de r tal 
que cp (x) =a (s). Como 1> é localmente sobrejetor, existe uma aresta s1 de r tal que 
a (s1 ) = x e 1> (s1 ) = s. Logo temos que T (s) E 1> (V (r)), como A é conexo, segue que 
1> é sobrejetor. 
(2) É suficiente mostrar que 1> é injetor sobre os vértices. Supomos que x e y 
são vértices diferentes tais que cjJ ( x) = 1> (y). Como r é conexo existe um caminho 
irredutível ê 1ê 2 ... ên de x a y. Então 1> (s1 ) 1> (c2 ) ... çl> (cn) é um caminho fechado em A. 
Como A é uma árvore, existe i tal que 1> (si) = 1> (êi+l) = 1> (c;+l). Como 1> é localmente 
injetor, obtemos que Si= éi+b uma contradição. 
(3) Segue imediatamente dos itens anteriores. D 
Diversos outros resultados sobre ações de grupos em grafos, obtidos por exem-
plo através de extensões HNN e produtos livres amalgamados de grupos, podem ser 
interessantes para o estudo de reflexões em contextos mais amplos que aquele que 
desenvolveremos no próximo capítulo e portanto serão omitidos nesta seção. 
Capítulo 2 
Reflexões e Grupos de 
Automorfismos 
Motivados pelo estudo dos grupos gerados por reflexões em espaços de curvatura cons-
tante, como por exemplo os grupos de Coxeter [Hu], surgiu a idéia de estudar os grupos 
gerados por reflexões em outros espaços, como por exemplo árvores. 
A primeira questão que surge é como definir uma reflexão em uma árvore. Ao 
tentar escolher uma definição de reflexões em árvores, deparamo-nos com um grau de 
liberdade muito grande para sua escolha pois, por exemplo, em um espaço euclidiano ou 
hiperbólico uma reflexão em um hiperplano é definida usualmente de modo geométrico 
e as únicas exigências são que a reflexão seja uma involução que deixe fixo um conjunto 
convexo de pontos. Por outro lado, em um trabalho de 1982 ([Mo]), Gadi Moran define 
reflexão em uma árvore apenas como um automorfismo que é também uma involução 
e demonstra usando esta definição que em uma árvore regular (quaisquer dois vértices 
da árvore tem a mesma valência) todo automorfismo pode ser escrito como uma bi-
reflexão, ou seja, como o produto de duas reflexões ([Mo, teor. 4.13]) 
O nosso objetivo é conseguir uma definição signilicativa de reflexões em árvores e 
estudar as propriedades decorrentes da definição adotada, ou seja, usando uma definição 
mais restrita que a usada por Moran, tentar verificar o que acontece com o grupo dos 
automorfismos de uma árvore r em relação ao grupo gerado por reflexões. 
32 
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2.1 Reflexões 
A definição de reflexão que adotamos é válida para árvores, assim como grafos em 
geraL Não obstante, nosso estudo ao caso árvores regulares, uma 
opção razoável neste contexto, se considerarmos que num certo sentido estas são um 
equivalente discreto a se trabalhar com curvatura constante. Desta maneira segue 
abaixo a definição escolhida e que usaremos no decorrer do trabalho. 
Definição 66 Uma reflexão em um grafo r é um automorfismo de grafos <P : r --+ r, 
satisfazendo: 
1. <P é uma involução, ou ç,Z = 
2. O conjunto de pontos fixos de <P é uma geodésica completa 1 c r, ou seja, <P ( x) = 
x~xEAf· 
Dizemos nesta circunstância que <P é uma reflexão na geodésica Ai. 
Uma geodésica completa é um segmento, semi-geodésica ou geodésica 1 tal que todo 
vértice x E 1 de valência maior ou igual a 2 em r, tiver valência 2 em I· 
A aplicação cjJ deve ser um automorfismo de ordem 2 pois, mimetizando o que ocorre 
em outras estruturas, queremos que uma reflexão seja uma isometria bijetora e uma 
involução. A escolha de uma geodésica completa como conjunto de pontos fixos segue 
do fato de uma geodésica ser um conjunto convexo não limitado maximal no sentido 
de podermos extender qualquer subconjunto convexo limitado, e de certa maneira está 
relacionada com a noção de reta de reflexão em planos euclidianos e hiperbólicos. 
Esta não é obviamente a única escolha natural, poderíamos escolher outras classes de 
conjuntos convexos ilimitados como conjuntos de pontos fixos. Outras possibilidades 
de escolha serão discutidas mais adiante. 
Definição 67 Dada uma geodésica completa ~f, definimos G, como o conjunto de todas 
as reflexões na geodésica 1 E r. Denotamos por (G,) o sub-grupo de Aut (r) gerado 
por G,. 
Dadas geodésicas 1 e /3, os conjuntos G7 e G13 são essencialmente equivalentes se a 
árvore r for regular. Começamos por demonstrar o seguinte: 
Lema 68 Sejam 1 e j3 duas geodésicas em uma árvore regular r. Então, existe uma 
isometria 1/J : r --+ tal que 1/J (t) = j3. 
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Demonstração: Este é um resultado que imaginamos ser conhecido mas que de-
cidimos demonstrar tanto por não encontrarmos referência bibliográfica, tanto por 
apresentar mecanismos que serão utilizados novamente mais adiante. 
PrimteiJrarneJate vamos supor que 'f n /3 = { x0 } , ou seja, este x 0 divide as 
geodésicas 1 e (:J em semi-geodésicas. Denotaremos por Af1,12 e (3 1,(32 estas semi-
geodésicas de 1 e fJ respectivamente. A partir deste vértice rotulamos os vértices de r 
de uma maneira sistemática, embora um tanto abstrata. Começamos por enumerar os 
vértices que distam 1 de Xo por Xo,],XQ,2, ... ,Xo,n onde n é a valência de r. Como r é 
regular, cada um dos vértices x0 ,1 está ligado a exatamente n- 1 vértices que distam 
2 de x 0 . Denotamos estes vértices por xo,i,b x0,1,2 , ... , wu,•,n-·l· Seguindo deste modo, 
cada vértice x E r recebe um rótulo xo,i,,iz, ... ,ik onde i 1 E 1, 2, ... , n, iJ E 1, 2, ... , n- 1 
se j > 2 e k = d(x, xo). 
Observe que a distância entre dois vértices pode ser facilmente determinada a partir 
de seus rótulos. Sejam x = xo,;1,;2 , ... ,ik e y = x0,i!,Jz, ... ,J, dois vértices de r. Seja 
r =max{s::; min{k,l} li,= j, se t::; s}, 
onde por convenção, io = jo =O. Então, d (x, y) = k + l- 2r. 
Como 1 n (3 = {x0}, os rótulos de r podem ser escolhidos de modo a termos as 
semi-geodésicas 1 1 , 12 , (31 , (32 determinadas respectivamente pelas sequências 
/1 := Xo, Xo,1, Xo,I,l, .... xo,l,l, ... ,l; 
! 2 := Xo, xo,2i xo,2,1, .... xo,2,1, ... ,1; 
,81 := Xo, Xo,n, Xo,n,l, .... Xo,n,l, ... ,l; 
(32 :=X o, Xo,n-1, Xo,n-1,1, .... Xo,n-1,1, ... ,1· 
Definimos então uma aplicação do seguinte modo: 
1/J (x) = se X = Xo,n,i 2 , ... ,ik 
x caso contrário 
É imediato constatar que 1/J é uma isometria. Além disto, por construção, temos 
que 1/J (I;) = (Ji para i = 1, 2. 
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O caso em que 1 n (3 contém mais de um ponto pode ser resolvido de modo seme-
Se a intersecção destas geodésicas for infinita, esta deve ser uma semi-geodésica, 
comum, digamos ~12 = (32 . Tomamos então xo como ponto inicial desta e rotulamos os 
vértices de r tomando o cuidado de termos ; 1 e {31 rotuladas respectivamente por 
Definimos então 
xo, xo,l: xo,1,1, .... xo,1,1, ... ,1; 
Xo, Xo,n) Xo,n,l, .... Xo,n,l, ... ,l· 
I• X - X · · 
{ 
Xo,n,iz, ... ,ik 
1j) ( ) - 0,1,~, h se x = xo,n,i2 , .. ,i~c 
caso contrário 
e aplicamos o mesmo raciocfnio. 
O caso em que í n {3 contém mais de um ponto mas é finito, pode ser reduzido ao 
caso anterior. Neste caso, a intersecção das geodésicas é um segmento. Escolhemos um 
dos seus pontos iniciais e o rotulamos por xo. Chamamos de ; 1 ({31) a semi-geodésica 
de 1 ((3) com ponto inicial xo que intercepta {3 (;) apenas neste ponto. Definimos então 
uma isometria 1/J como no caso anterior e obtemos que 1/J(;1) = {31 . Temos então que 
1/J(/) n(3 = 1/J(/1) u(;n(3) é uma semi-geodésica, de modo que caímos no caso anterior. 
Suponha então que 1 n (3 = 0. Denotamos por a 1 o segmento geodésico ligando í 
à ,B e por xo e y0 seus pontos extremos em 1 e {3 respectivamente. Sejam então ; 1 e /31 
semi-geodésicas de 1 e (3 com pontos iniciais xo e Yo respectivamente. Temoo então que 
a := 1 1 U {31 U a 1 é uma geodésica que intercepta {3 em uma semi-geodésica. Sabemos 
então que existe 7jJ tal que 7/J(t) n (3 = 7jJ(t1) é uma semi-geodésica e caímos no caso 
anterior, o que conclui a demonstração do lema. D 
Proposição 69 Seja r uma árvore regular, 1 e {3 geodésicas dadas em r, então Gp é 
conjugado à G,, ou seja, existe automorfismo 7jJ tal que 7jJ o G, o 7/J-1 = Gp. 
Demonstração: Uma reflexão ,P pertence a G, ..;=;. ,P (x) = x, V x E I· Pelo lema 
anterior, existe 7jJ isometria, tal que 7jJ (!) = {3 , logo Vx E {3, existe y E 1 tal que 
y = 7jJ (x). Como ,P (x) = x, temos que 
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de (1/J o<fo1/J-1) 
G13 é conjugado à 
(y) = y, 
a geodésica p. Como ( 1/J o <f o 1/;-1 / = Id, segue que 
D 
Corolário 70 Para quaisquer geodésicas ~I e /3 em uma árvore regular, os subgrupos 
(G,) e (G13) são conjugados em Aut (r). 
D 
Reflexões existem e podem ser construidas de modo sistemático. Mostraremos como 
construir e descrever uma reflexão genérica em árvores regulares de valência par. A 
hipótese de paridade deve-se ao fato de que a definição adotada não é satisfeita em 
árvores de valência ímpar, pois neste caso, necessariamente teríamos pontos fixos não 
pertencentes à geodésica completa escolhida, é o que mostra o seguinte exemplo: 
Exemplo 71 Seja r uma árvore regular de valência 3 e 1 c r uma geodésica completa. 
Se tjJ for uma isometria de r que fixa ~I pontualmente, então c/> fixa todos os vértices 
que distam 1 de I· 
Esta restrição poderia ser contornada se modificassemos ligeiramente a definição 
de reflexão, determinando que o conjunto de pontos fixos seja um conjunto convexo 
completo, no mesmo sentido adotado na definição 66, ou seja, um conjunto conexo 
que pode ser descrito como união (não necessariamente finita) de geodésicas, semi-
geodésicas ou segmentos completos. Não desenvolveremos este conceito neste trabalho 
e nos restringiremos no restante deste capítulo ao caso de árvores regulares de valência 
par. Como estas podem ser olhadas como o grafo de Cayley de um grupo livre, que 
tem importância singular em teoria de grupos, acreditamos que este contexto continua 
sendo interessante. 
Acreditamos que o desenvolvimento destas idéias para casos mais gerais pode ser 
feito seguindo a mesma linha que desenvolvemos abaixo, exigindo no entanto cuidados 
adicionais, principalmente se considerarmos o aspecto essencialmente construtivo que 
adotamos. Assim, este tipo de generalização permanece como uma possibilidade de 
desenvolvimento futuro. 
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Definição 72 Seja r uma árvore regular de valência par m 2': 
completa em r. Para todo n E N, definimos: 
e 1 uma geodésica 
1. = Vn := { x E V (r) ; d ( x, 1) = n}, ou seja, o conjunto formado pelos vér-
tices que distam n da geodésica I· Observe que Vo = ~~ ; 
4- Para cada y E Vn; p.k b) = ry,k := u;=0rj = árvore finita maximal contida em 
Un+k\Un-l· 
5. Para cada y E Vn; fY b) = rY := Uf=0fJ = árvore maximal contida em r\Un-l· 
Introduzimos um rotulamento dos vértices de r ligeiramente distinto do que usamos 
na demonstração do lema 68. Lembramos que estamos trabalhando com uma árvore 
regular de valência m par. Começamos rotulando os vértices de 1 por 
onde d (x;, Xj) = li- 11- Dado então um ponto Xn E{, rotulamos os vértices de~" 
por Xn,b ... , Xn,m-2· A seguir, rotulamos os vértices de r~·-' por Xn,i,l, ... , Xn,i,m-1, com 
i= 1, ... , m- 2. Prosseguimos de modo similar: dado vértice Xn,i 1 ,;2, ... ,i., rotulamos os 
X - . . 
vértices de r1 "·'l•'Z----•'k por Xn,í,,iz, ... ,i.,1, ... , Xn,i,,i2,---,Ík,m-1· Também neste caso é fácil 
determinar a distância entre dois vértices em termos de seus rótulos. Se x = Xn,i 1 ,;2, ... ,i. 
e y = Xp,j 1 ,;,, ... ,j,, definimos 
r = ma.x { s :S min { k, l} lit = j, se t :S s} , 
onde, por convenção, i 0 = n e j 0 = p. Então, 
d(x,y) = k+l- 2r+ In- Pl· 
Dado n E Z, escolhemos <P~. 1 E Sm_2 (conjunto das permutações de m- 2 elementos) 
de modo que <P~. 1 seja produto de exatamente transposições disjuntas. Já para 
i> escolhemos <P~,i E Bm-1 (conjunto das permutações de m-1 elementos) de modo 
que <P~,i seja produto de transposições disjuntas, não necessariamente envolvendo todos 
os elementos (<P~.; pode inclusive ser a identidade em Sm_1). 
Consideramos as seguintes aplicações: 
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-:.1 : Sm-2 ---+ Sr~n (conjunto das permutações dos m - 2 elementos de rf") um 
isomorfismo e definimos if>n,l = --;,,, ( <P~. 1 ) ; 
2. --;,,, : Sm-l ---+ Sr~n.,Jr,>z, ... ,j,_, (conjunto das permutações dos m- 1 elementos 
X . . . ..c ~ 
r,"·JbJ2····Ji-l) um isomorfismo e definimos <Pn,i =-:,i (<P~.i) i 2:2. 
Definição 73 Dado X E r, X rotulado por X = Xn,j,,h, ... ,jp definimos <Pi E Aut (rxn) 
do seguinte modo: 
<P1 (x) = xn,il,i2. .. ,"J;._,(j,),j,+'· .. ,j, se d (x, Xn) =I 2: í 
= x se d (x, Xn) = l < i 
Proposição 'i 4 Fixamos uma geodésica completa í c r. Dado um vértice x = 
Xn,J,, ... ,j1 E r definimos çb (x) := ç/l1 o çb2 o ... çb1 (x), com cada çb1 como acima. Então, çb 
é uma reflexão em í. 
Demonstração! Vamos considerar o rotulamento feito acima. Primeiramente çb está 
bem definida, pois cada <Pi fixa os pontos de í e restrito às sub-árvores rx.,l é um 
automorfismo. 
Da maneira como cada çbi foi definida, temos que çbi permuta os vértices de rx• que 
distam j do vértice Xn, ou seja, temos que para x = Xn,;,,;, ... ,ij, ... ,i, 
Logo 
çb2 (x) - (çb1 oçb2 o ... oçbJ 2 (x) 
_ çb1 o çb2 o ... o çb1 o çb1 o çb2 o ... o rj;1 ( x) 
çb1 o çb2 o ... o çb1 o rj;1 o çb2 o ... o çb1 ( Xn,;, .12. .. ,;,) 
çb1 o çb2 o ... o çb1 o çb1 o çb2 o ... o çb1_ 1 (x .. -, (. )) n,~l ,z2, ... ,9n,l 'tl 
_ çb1 o çb2 o ... o çb1 o çb1 o rj;2 o ... o çb1_ 2 (x . . ~ (. l ~ (' )) n,zl,Z2, ... ,1/)n,l-l 'tl-1 ,4>n,l Zf 
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cpl (X n,;J;n,l ( i,),q\:',,2 (i2), ... ,:;b:',,! (ir)) 
- (X n,~!,l (i1),~~,2(i2), ... ,~!,e(íl)) = X 
construção, cada 1nJ é uma ou seja, como acima, é 
uma involução. Para concluir a demonstração falta apenas mostrar que cf; (x) = x se, e 
somente se, x E I· 
Se x E 1 é óbvio que cj;(x) = x, pela própria definição. Vamos supor por ab-
surdo que cf; (x) = X e que X 1= f• Como r é uma árvore, existe um único Xn E "I 
tal que d(x,1) = d(x,xn)- Temos então que todo o segmento [xn,x] é fixo por cf;, 
em particular o vértice Xn,i adjacente a Xn, um absurdo, pois ~n,l (j) i j para todo 
j = 1, 2, ... , m- 2 (lembre que 1~, 1 envolve exatamente m;;-2 transposições disjuntas) e 
além disto 1s (xn,;J;n_,(i)) = xn,:Pn ,(i) para todos 2: 2. Portanto Fix (cj;) = 1 e temos 
que r(; é uma reflexão. D 
Antes de prosseguirmos com o texto na busca de respostas sobre a relação entre o 
grupo de automorfismos de uma árvore regular e o grupo gerado pelas reflexões nas 
geodésicas desta árvore, vamos abrir um parênteses e olhar como se comportam as 
reflexões com relação a classificação das isometrias discutida no capítulo anterior. 
Obviamente, reflexões são isometrias elípticas, pois os pontos da geodésica são pon-
tos fixos. Procuramos então classificar as isometrias geradas por reflexões em termos 
da posição relativa das geodésicas de reflexão. Antes de tudo, devemos observar que 
uma inversão não pode ser obtida como produto de reflexões. De fato, se <p é uma 
inversão, temos que d(x, <p(x)) é sempre ímpar pela proposição 46, enquanto d(x, cj;(x)) 
é sempre par, para toda reflexão ifJ e para todo vértice x E V (f), é o que mostra o 
seguinte lema: 
Lema 75 Sejam cp 10 c/J2 , ... , <bn reflexões em uma dada árvore r e <p (x) = c/J1 o ifJ2 o ... o 
ifln (x) uma isometria. Então d"' (x) = Omod2 para todo x E r, onde d"' é a função de 
translação de <p. 
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Demonstração: Se <P é uma reflexão na geodésica r = Fix ( 4; ), então, para todo x E 
o x0 E r que a realiza a distância d 'f) é ponto médio do segmento [x, <P (x)J. 
Se considerarmos duas reflexões 4;1 e <jJ2 , então o caminho [x, <jJ2 (x)] u[<jJ2 (x), </J1 o 4;2 (x )] 
é um caminho comprimento ligando x a r/;1 o 1;2 ( x), não necessariamente 
dutíveL Para obter-se um caminho irredutível, deve-se eventualmente cancelar um 
segmento final de [x,</J2 (x)J com um segmento inicial de [r/;2 (x),</J1 orf;2 (x)J. Como o 
cancelamento ocorre aos pares, o caminho irredutível [x, 1;1 o r/;2 ( x) J tem comprimento 
par, ou seja, d (x, r/;1 o 1;2 (x)) = Omod2. O caso geral segue por indução sobre n de 
modo análogo. D 
Teorema '76 Sejam r uma árvore regular e 'P uma isometria definida como 'P = rf;2 or/Jv 
onde 1;1 , 4;2 são reflexões em geodésicas r 1 e 1 2 repectivamente. Então, 'P é elíptica se 
e somente se ~(1 n 12 oi 0. 
Demonstração: Se 1 1 n 1 2 oi 0, é óbvio que <pé elíptica, pois qualquer vértice na 
intersecção é fixo por ambas as reflexões. 
Se <p é elíptica, então existe x E r, tal que <p (x) = x. Como r/;1 é reflexão, 
d(x,1;1 (x)) é par, logo existe x 1 E 1 1, tal que x1 é o ponto médio do caminho re-
duzido entre x e r/;1 (x). Como 1;2 também é reflexão, existe Xz E 72 , tal que xz é o 
ponto médio do caminho reduzido entre r/;1 (x) e <P2 o</J1 (x), pois d (x, <P2 (x )) é par para 
todo x E V (r), em particular 4;1 (x) E V (r). Por hipótese, </J2 o 4;1 (x) = x, e temos 
que x 2 é o ponto médio do caminho reduzido entre x e 4;1 (x). Mas, como r é uma 
árvore, o ponto médio é único e temos que x1 = xz, ou seja, 7 1 n ~;2 f 0. D 
Corolário 'i''i' Seja <p = 1;2 o </J1 como aczma. Então <p é hiperbólica se, e somente se 
~/1 n 12 = f/J . 
Demonstração: Segue imediatamente do caso anterior, pois <p não pode ser uma 
inversão. D 
Infelizmente uma isometria que se expressa como produto de mais de duas reflexões, 
não pode ser classificada de modo imediato pela posição relativa das geodésicas. É o 
que mostra o seguinte exemplo: 
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Exe:m.plo 78 Sejam r uma árvore regular de valência 6, e geodésicas dis-
juntas como na figuro abaixo. Seja 14 uma geodésica transversal a cada/;, ou 
a intersecção de 14 com cada ~fi é exatamente um ponto, onde i = 1, 2, 3. Suponha 
1 4 seja invariante com relação as reflexões tjJ1 , tjJ2 e que são definidas nas re-
spectivas geodésicas lb 1 2 e Af3, ou seja, 'P restrito a 1 4 age como reflexão em Z, onde 
'P (x) := t/J3 o t/J2 o t/J1 (x) . . 4pesar de ~f,, !z e 13 serem disjuntas, 'P é elíptica. 
if;,_(x) 
Mesmo não sendo possível a classificação com relação a posição das geodésicas, 
podemos fazê-lo se admitirmos a existência de geodésica invariante por todas elas. 
Proposição 79 Sejam r uma árvore regular de valência par e 'P = tPn o tPn-l o ... o t/J1, 
onde </>i é reflexão na geodésica /;. Suponha que existe uma geodésica 1 invariante por 
'P e transversal às geodésicas de reflexão /;, i = 1, 2, ... , n, isto é, a intersecção de 1 
com cada li é exatamente um ponto. Então: 
1. Se n for par, 'P é hiperbólica, a menos que a restrição de 'P à 1 seja a identidade. 
2. Se n for ímpar, 'P é elíptica. 
Demonstração: O isomorfismo entre o grafo canônico de Z e ~í induz uma ação de 
cada tjJ1 em Z, cada uma das quais da forma x >-+ -x + 2mi (exemplo 43), onde m; é 
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o elemento de Z correspondente a intersecção 1 n Assim, segue que 
cp(x)- <f>no</Jn_1 o ... o<f;1 (x) 
<Pn o <Pn-1 o ... o </;2 (-X+ 
- <Pn o <Pn-1 o ... o </;3 (x- 2m1 + 2mz) 
n 
lt X+ 2 I: (-lr-i ffi;. 
i=l 
Como ~f é ínv-ari.a.n1se por cp, temos que a função translação d'~' assume seu mínimo em 
Se n par, temos que 'P (x) = x + 2 E7=1 ( -lr-' m,. Como 2_E~;,1 ( -lr-' m; é 
um inteiro par, se existir Xo tal que 'P (xo) = Xo, teremos que 2 E~:.l ( -1 r-im; = o, 
implicando que <p ( x) = x para todo x E 1, ou seja, a menos que a restrição de 'P a 1 
seja a identidade, temos que <p é hiperbólica. 
Se n for ímpar, temos que 'P (x) = -x + 2 E7=1 ( -lr-i m;. 
x 0 = :E7=1 (-lt-'m; é fixo por rp, ou seja, 'Pé elíptica. 
Segue que o ponto 
o 
2.2 O Grupo de Automorfismos de Árvores Regu-
lares 
Voltamos agora a nossa questão principal, a determinação do índice do grupo gerado 
por reflexões no grupo de automorfismos de r. 
Definição 80 Sejam r uma árvore e 'H. (r) o conjunto das semi-geodésicas em 
Dizemos que ~il, 1 2 E 'H. (f) tem a mesma direção se 1 1 n 1 2 é uma semi-geodésiro. 
É fácil ver que isto define uma relação de equivalência em 'H. (f). As classes de 
equivalência são chamadas direções. Definimos 1J (f) como o conjunto das direções em 
r. Note que se x E V (r) então existe uma e somente uma semi-geodésica em uma 
dada direção começando em x. 
Sejam r uma árvore regular de valência n E N e G := Aut (f). A condição de 
que todo vértice em r tem a mesma valência é exatamente o que precisamos para 
tornar G transitivo. Isto também assegura que B (x, i) é uma órbita de Gx. Além 
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disso, podemos ver que G é transitivo no conjunto geodésicas e semi-geodésicas em 
Se , ! 2 E 1f. (r) tem a mesma direção, então 9 .. Yt e 9/z tem a mesma direção, onde 
gEG. 
Seguindo os passos Müller ([Mo]), definimos uma relação~ em r por: 
x ~ y <;===? d (x, y) =O mod (2) 
É fácil ver que ~é uma relação de equivalência em r. Se x E r, então {~ (x)} 
denota o conjunto de vértices que estão a uma distância par de x, deste modo ~ 
tem duas classes de equivalência. Como vimos no teorema 20 distâncias em r são 
preservadas G, deste modo~ é preservada por Definimos então 
Go := {g E G;x ~ gx para todo X E r} 
É claro que como G = Aut (r) , então G0 é subgrupo de G. 
Proposição 81 [Mo, Prop.1} O grupo Go é normal em G e o índice IG: Gol= 2. 
Este resultado obtido por Müller, nos motivou ainda mais a investigar o grupo dos 
automorfismos gerados por reflexões, pois se g é um automorfismo gerado por reflexões 
d (x,gx) = Omod (2) para todo x E r. A questão é saber se todo automorfismo g EGo 
se escreve como produto de reflexões. 
Conforme já mencionado, adotamos uma definição de reflexão bem mais restritiva 
que aquela adotada por Moran. Apesar de trabalharmos com um conjunto sensivel-
mente menor, no caso em que r tem valência constante 4k, é possível demonstrar que 
estas reflexões são suficientes para construir os automorfismos de translação par, no 
sentido que todo automorfismo <p E G0 pode ser expresso como limite do produto de 
reflexões. Para isso, necessitamos de alguns resultados preliminares. 
No restante deste capítulo, r representará uma árvore regular de valência 4k, k E 
N*. Esta condição é estritamente necessária para o lema seguinte. 
Lema 82 Sejam Xo E r e Xo,l, Xo,2, ... , Xo.4k vértices de r tais que, d (xo,i, Xo) = 1, i= 
1, 2, ... , 4k. Seja 1/Jij uma isometria tal que 1/J;j (xo) = Xo, 1/Jij (xo.;) = xo,j, 1/J;J (xo,j) = 
xo,i e 1/Jij (xo.n) = xo.n para todo n =f i,j. Então existem reflexões </!1, </!2 , ... , r/Jr tais que 
r/;1 o </!2 o ... o r/Jr (xo.n) = 1/J;j (xo.n), para todo n E {1, 2, ... , 4k}. 
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Demonstração: Sejam ,P1, ,P2, ... , 4>r, reflexões tais que ,P, (x0 ) = x0 , i= 1, 2, ... r. Por 
definição, (ver construção que precede a proposição 74) em uma árvore valência par 
m, temos que cada reflexão restrita aos vértices que distam 1 da geodésica de reflexão 
pode ser escrita como produto disjunto de transposições - 2) vértices, 
em particular, como x0 é fixo por cada ,Pi, x0 pertence a cada geodésica reflexão, 
ou seja, como a valência de r é 4k, cada ,Pi IB(xo,l)Pode ser escrita como produto de 
(2k - 1) transposições disjuntas. Tomemos ,Pj e 4>~o tais que: 
,Pj (xo,jJ 
,Pj (xo,zJ 
,PI (xo,jJ 
4>z (xo,zJ 
Ti (xo,;) 
xo,J1 e Tj (xo,J,) = xo,J, 
xoh e ,P i ( xo,12 ) = xo,z, 
Xo,]2 e 91 (X o,;,) = xo,j, 
X o ,~r e Tz ( Xo,i,) = Xo,i 2 
91 (xo,;) para todo i =J }I,jz, Ir, lz 
onde XoJu Xo,j2 , Xo,z, Xo,b são distintos e pertencem à {xo,hxo,z, ... ,xo,4k}. Agora tome-
mos <Pj o ,P1 IB(xo.l)• se escrevermos <Pj e 91 como produto de transposições é imediato 
verificar que 
ou seja, obtemos um par de transposições. De modo semelhante, é possível escolher 
reflexões duas a duas a fim de obter qualquer par de transposições disjuntas dos vér-
tices x0,1 , xo,2, ... , x 0,4k· Em particular, podemos obter como resultado da composição 
de reflexões, k pares de transposições disjuntas e distintas, ou seja, 2k transposições, 
como segue: 
onde xo,i, xo,i2 , Xo,i, Xo,i., ... , Xo,i4 ._,, xo,;4 • é uma ordenação arbitrária dos vértices Xo,r, 
xo,z, ... , Xo,4k· 
Como cada Ti IB(xo,r)é escrita como (2k- 1) transposições disjuntas, escolhemos </J; 
da seguinte maneira: 
</Ji IB(x0,1)= (xo,i1 Xo,i2) ... ( Xo,iJ_ 2Xo,iJ_ 1) ( Xo,iJ+2XO,iJ+3) ··· ( Xo,i4k-1 Xo,i4k) 
ou seja, <Pi IB(xo,l)fixa os vértices Xo,ij e Xo,ii+ 1 • 
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0 o@. IB( 1)= (xo · Xo · ) 
, , 2 XO, ,tj ,Zj+l 
ou seja, obtemos a transposição de quaisquer dois vértices como pn)d11tode reflexões. 
Proposição 83 Sejam Xo E r e Xo,l, Xo,z, ... , Xo,4k vértices de r tais que, d (xo,;, xo) = 
1, i = 1, 2, ... , 4k. Dada uma isometria elíptica rp : r ---"'r, com rp (xo) = Xo, existem 
reflexões rf;1 , rf;2 , ... , rf;1 com rf;; (xo) = Xo, i = 1, 2, ... , I tais que rf;1 o rf;2 o ... o rPz (xo,n) = 
rp (xo,n), todo n E 2, ... , 
DeiTionstração: Como qualquer isometria restrita à B ( x0 , 1) se escreve como permu-
tação dos vértices x0,1, x0,2 , ... , x0 ,4k e qualquer permutação é produto de transposições, 
segue pelo lema anterior que qualquer isometria restrita à B (xo, 1) se escreve como 
produto de reflexões. O 
LeiTia 84 Dados x0 , v1. v2 vértices de r tais que d (v1, xo) = d (vz, xo) = R e wi, w~, 
wi, w§ satisfazendo: 
1. d ( w}, v;) = 1, ou seja, w} e v; são adjacentes, com i, j = 1, 2; 
2. d(wj,xo) > d(vi,xo), ou seja, Vi E [xo,wj] comi,j = 1,2; 
Existem reflexões rf; e 7/J tais que: 
1. rf; (xo) = 7/J (xo) = xo; 
2. rf; o 7/J (wD = w2 e rf; o 7/J (w;) = wl, com i= 1, 2; 
3. <j;o'ljJ (x) = x se d(x,x0 ) <R+ 1 ex y!owj, com i,j = 1,2. 
Demonstração: Como d (v1, x 0 ) = d (v2 , x 0 ) =R, segue que d (v1, vz) é par. Seja X1 
o ponto médio do caminho que liga v1 à v2 (eventualmente coincidente com X o). Identi-
fiquemos o caminho que liga x1 à v1 pela sequência de vértices x1 = xl, x~, ... , xL1 , x} = 
v1 e o que liga x1 à v2 por x1 = xf, x~, ... , xL1 , xf = v2. Seja 1 uma geodésica passando 
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x 0 e x 1 e tal que os vértices x§ e x~ não pertençam a esta geodésica. Seja qy uma 
reflexão em ~f, da manerra: 
onde S representa um produto qualquer das transposições envolvendo os outros vértices. 
Tome agora 7j; também uma reflexão em 1 definida da seguinte maneira: 
onde S é o mesmo nn~rh1to de transposições definido acima. 
Como xo E ~f, temos 
<f; (xo) = 7j; (xo) = Xo 
Tomando agora a composta <f; o 7j; temos que 
qy o 1j; ( wD = w~ e <f; o 1j; ( wD = w~ onde i = 1, 2 
além disso, 
qyo?j;(x) = x se d(x,x0 ) :S R+ 1 ex =f wj onde i,j = 1,2 
D 
Lema 85 Dados v, Xo vértices de r tal que d (v, X o)= R e wl, Wz satisfazendo: 
1. d (w;, v)= 1, ou seja, w; e v são adjacentes, com i= 1, 2; 
2. d(w;,x0 ) > d(v,x0 ), ou seja, v E [xo,w;], com i= 1,2. 
Então existem reflexões <f; e 1j; tais que: 
2. qyo?j;(x) = x se d(x,x0 ) <R+ 1 ex =fw; onde i= 1,2. 
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Dernonstração: Tomemos y0 E V (r) , tal que 
d (yo,xo) - 1 
d(v,yo) > d xo) 
Identifiquemos agora v = Vt, w 1 = wi, w2 = w§ e tomemos v2 E (r), de modo 
que y 0 seja o ponto médio do caminho que liga v1 à v2 . Escolhemos agora wi e w~ 
satisfazendo 
d(wi,vz) - d(w~,vz) =1 
d(wz, > d(vz,Yo) i=1,2 
Pelo lema anterior, existem reflexões 1> e 1/J tais que: 
1>(yo) - 1/Y(yo) =yo 
1>o1/J(wD- w~e1>o1/J(wD=w~ondei=1,2 
1>o1/J(x)- xsed(x,y0 ):SR+2exi'wj, i,j=l,2. 
Por construção, temos que B (x0 , R+ 1) C B (y0 , R+ 2) e também que 
d (wf, xo) = d (wf, Yo) + d (yo,xo) =R+ 3 
logo segue que 
1> o 1/J ( w1 ) - w 2 e 1> o 1b ( w2 ) = w, 
1> o 1b (x) - x se d (x, x0 )::; R+ 1 ex i" wi onde i= 1, 2 
o 
Proposição 86 Seja Xo E r e seja 'P: r_, r, uma isometria elíptica tal que 'P (xo) = 
x0• Então para todo R 2: 1, existem reflexões 4;1 , 4;2 , ... , 1>1 tais que 'P IB(xo,R)= 1>1 o 1>2 o 
... O 1J1 IB(xo,R) · 
Demonstração: Vamos usar indução sobre R. 
O caso R = 1 foi demonstrado na proposição 83. 
Supondo a proposição válida para r< R, temos que existem reflexões 4;1 , 1>2 , ... , 1>m 
tais que 
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Seja v E V (r) tal que d xo) =R- 1 e sejam wb w 2 , ... , w 4k-l vértices tais 
d(wi,v) = 1 ed(wi,xo) = onde i = 1, 2, ... , 4k - 1 
Seja = 'P ew~=r,p . Como d x 0 ) = -1, temos 
além disso, 
c/!1 o c/!2 o ... o cPm (wi) = w~ para algum j E {1, 2, ... ,4k -1} 
concluir a demonstração, basta observar que toda permutação se escreve como 
produto de transposições e aplicar o lema anterior. D 
A sequéncia c/!1 , cf;2 , ..• , cf;1 da proposição anterior é chamada de construção de rp, ou 
cp-construção. 
Antes de apresentar o teorema principal desta seção, e que é consequência dos 
resultados acima, vamos fazer algumas considerações. 
Um grupo G de isometrias de um espaço métrico (X, d) pode ser dotado de uma 
topologia, conhecida como topologia da convergência uniforme sobre os compactos. 
Definida do seguinte modo: 
Dada uma sequência 9n E G, dizemos que lirnn-co 9n = 9o E G se, para todo 
compacto K Ç X, dado 8 >O existir N >O tal que d(gn (x) ,go (x)) < f5 para todo 
n 2: N e todo x E K. Restringindo-nos ao caso em questão, quando G = Aut (r), 
como os compactos são conjuntos finitos e a métrica de r é discreta, basta dizermos que 
limc/!n = cPo se para todo X E r existir Nx tal que cPn (x) = cPo (x) para todo n > Nx. 
Considerando esta topologia em Aut (r), definimos (R) como o grupo gerado pelo 
fecho de (R) em Aut (r). Na prática, (R) é dado por sequências (c/!nlnEN de elementos 
de R tal que 
existe para todo x E r e tais cf; ( x) E Aut (r) , assim como composição destas. Com 
estas definições, a proposição seguinte segue de modo imediato da proposição 86: 
Proposição 87 Seja r uma árvore regular com valência 4k, k E N*. Dado x0 E 
r, denote por Rxo o conjunto de reflexões que fixam o vértice Xo e por Aut (r)xo o 
estabilizador de xo em Aut (r). Então (R,0 ) = (r)xo. 
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Demonstração: Segue de modo imediato da proposição anterior, pois auto-
morfismo fixa x0 é uma isometria elíptica. o 
Teorema 88 Seja r uma árvore regular com valência k E N*. Seja 
(R) := (ifJ; q, é reflexão) 
o grupo gerado por reflexões. Então (R) = G0 onde 
Go :={</>E Aut ;d(x,<f>(x)) -o 2 para todo X E f} . 
Demonstração: Para mostrar que (R) = G0 , basta mostrar que G0 Ç , pois a 
inclusão (R) Ç G0 é óbvia, uma vez que pelo lema 75 todo produto de reflexões é par. 
Se </> E Go tem pontos fixos, então q, é uma isometria elíptica e pela proposição 87, 
segue que q, E (R). Suponha então que <P não tem pontos fixos, então como <P E Go, 
d(x,q\(x)) = Omod2, existe pEr, ponto médio entre X e <j;(x). Escolhemos 'PER 
tal que rp (<P (x)) = x, de modo que rp o <P tem x como ponto fixo. Segue então que 
rp o <f> E (R) e como rp também pertence a (R), isso implica que <P E (R), ou seja, 
G0 Ç (R). O 
Corolário 89 O fecho (R) do grupo (R) gerado por reflexões tem índice dois no grupo 
de automorfismos de r. 
Demonstração: Consequéncia imediata do teorema anterior e da proposição 8L O 
Capítulo 3 
# 
Grupos Pré-Hjelmslev e Arvores 
Por não ser um tópico canônico em teoria de grupos, sentimos a necessidade de fazer 
uma breve apresentação sobre os grupos pré-Hjelmslev. 
Preocupado com os fundamentos da geometria, J. Hjelmslev, já no inicio do século 
passado (aproximadamente 1907), teve a idéia, que posteriormente foi levada adiante 
por F. Bachmann [Ba], do que conhecemos hoje como Grupos de Hjelmslev e Pré-
Hjehnslev. Estes são definidos, como veremos no texto, como grupos gerados por 
involuções satisfazendo um determinado conjunto de axiomas. A partir de tal grupo de 
involuções, constrói-se de modo axiomático um plano geométrico "absoluto". O termo 
"absoluto" indica que tanto o plano euclidiano quanto o hiperbólico encaixam-se neste 
sistema. Para maiores detalhes e notações ver também [Kn] e [Bu]. 
O nosso objetivo neste capítulo, além de definir o que são grupos pré-Hjelmslev, 
é tentar encontrar relações entre esses grupos e nossa estrutura de trabalho, árvores. 
Como vimos no capítulo anterior, o fecho do grupo gerado por reflexões (que são in-
voluções) tem índice dois no grupo de automoríismos de uma árvore, deste modo quere-
mos verificar até que ponto este grupo satisfaz os axiomas de um grupo pré-Hjelmslev 
e dependendo desta relação encontrada, investigar as possibilidades de resgatar a ge-
ometria existente em uma árvore, como uma geometria puramente axiomática. 
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3.1 Grupos Pré-Hjelmslev 
Dado um grupo G, sejam S e P conjuntos de involuções de G, invariantes sob auto-
morfismos internos e tais que: 
S gera G 
2. SnP=f/J 
3. 0 i PC 5 2 = {ab;a,b E S }, ou seja, P = {ab;a,b E Se (ab) 2 = Id} 
Sob estas hipóteses básicas associamos à S, P) um grupo plano onde, os ele-
mentos de P são chamados pontos e os elementos de S retas deste plano. Esta 
associação faz sentido, pois tanto no plano euclidiano como no hiperbólico, existe uma 
bijeção entre retas e reflexões, permitindo que identifiquemos a reflexão com a sua reta 
de reflexão. 
Na sequência desta seção, letras minúsculas a, b, c, ... denotarão retas (elementos de 
S) e letras maiúsculas A, B, C, ... pontos (elementos de P). 
Dizemos que o ponto A é incidente com a reta b se Ab (onde o produto é a com-
posição) é uma involução, e as retas a, b E S são ditas ortogonais se ab E P ; notação: 
Ajb e ajb respectivamente. Novamente, o produto de duas reflexões no plano (eu-
clidiano ou hiperbólico) é uma involução se e somente se as retas de reflexão forem 
ortogonais, ou seja, o produto destas reflexões determina uma rotação de 1r em torno 
de um ponto, e obtemos uma bijeção entre elementos de P e os pontos do plano, seja 
este euclidiano ou hiperbólico. 
Todo a E G, induz um "movimento" neste grupo plano, isto é, um automorfismo 
X,_. X"':= a-1Xa ex>--> xa := a-1xa para X E P ex E S. Se a E P, chamamos 
este "movimento" de reflexão no ponto a, se a E S temos uma reflexão na reta a. 
Seja Ajb, c. Então a := bc é chamado de rotação ao redor do ponto A. O conjunto 
D (A) das rotações ao redor do ponto A é um subgrupo comutativo de G, ele é um 
subgrupo normàl de mdice dois do grupo gerado pelas retas passando por A. Se bjA 
e a E D (A), então a = bc para àlgum c/ A. Seja ajb, c então bc é chamado translação 
ao longo da reta a. O conjunto T (a) das translações ao longo da reta a é um grupo 
comutativo, ele é um subgrupo normàl de índice dois do grupo gerado pelas retas 
ortogonais a a. Se b/a e a E T (a) então a= bc para àlgum cja. 
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Definição 90 Um grupo Pré-Hjelmslev é uma tripla ( G, S, P), satisfazendo as hipóte-
ses e os seguintes axiomas: 
(-.41) Dados b, então A, b /c para algum c; 
(A2 ) Se A, b/c, d, então c= d; 
(A3 ) Se a, b, c/d, então abc E S; 
(~) Se A,B,Cjd, então ABC E P; 
Interpretaçãc geométrica de (A1) e (A2) : Dado um ponto e uma reta b, existe 
uma única reta passando por e perpendicular à b. Denotamos por (A, b) esta reta. 
Para alguns resultados, é necessário considerar o seguinte axioma de enriquecimen-
to: 
(W) Existem retas a, b, c, d tais que ab = cd E P e quaisquer duas destas retas se 
interceptam em um único ponto. 
Como nosso objetivo nesta seção é apenas definir grupos pré-Hjelmslev, nãc nos 
aprofundaremos nos resultados e construções desta geometria "absoluta", apresentan-
do somente alguns resultados elementares que sãc consequéncias diretas dos axiomas, 
mais a título de mostrar que estes resultados sãc claramente compatíveis tanto com 
o plano euclidiano quanto o hiperbólico. Uma leitura mais abrangente, inclusive as 
demonstrações dos resultados acima, podem ser encontradas em [Kn]. 
Proposição 91 Seja (G,S, P) um grupo pré-Hjelmslev. Então 
i) A/b se e somente se Ab =A. 
ii) Se Ajb,c e bjc entãc A= bc. Se Ajb então Ab E Se Ab = (A,b) onde (A,b) 
significa a reta passando por A e ortogonal à b. 
iii) Se A, B, Cjd então ABC E P e ABC/d. 
iv) Se a, b, c/ D entãc abc E Se abc/ D. 
v) Se a, b, cjd então abc E Se abcjd. 
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3.2 Grupos Pré-Hjelmslev e Árvores: Caminhos Pa-
ra a Axiomatização 
Começamos esta seção chamando a atenção para o fato que o grupo automorfismcs 
de uma árvore gerado por reflexões não é um grupo pré-Hjelmslev, pois de início o 
axioma (A2 ) da definição 90 não é satisfeito: diferentemente dos casos euclidiano e 
hiperbólico, não existe bijeção entre o conjunto de reflexões e as geodésicas de reflexão 
em uma árvore, ou seja, em uma mesma geodésica é possível definir mais de uma 
reflexão. Além disto, tampouco temos a unicidade de geodésica passando por um par 
de pontos. Este obstáculo é incontornável, de 
existiam os conjuntos S e P modo a 
outros três axiomas fossem satisfeitos. 
que nosso objetivo foi verificar se 
a tripla (G,S, P) e de maneira que os 
A primeira tentativa foi definir S como conjunto das reflexões e P como o conjunto 
formado pelas involuções que possam ser expressas como o produto de duas reflexões. 
Esta tentativa não foi satisfatória pois os axiomas (A3 ) e (A;) não eram satisfeitos. 
Vejamos, no exemplo abaixo, que o axioma (A3 ) não é satisfeito, ou seja, nem sempre 
o produto de três reflexões é uma reflexão. 
Exemplo 92 Sejam r uma áTVore regular de valência 8, Xo E r e ,Pl,cpz,,P3,rf;4 re-
flexões em r, tais que rj;l (xo) = rpz (xo) = ,p3 (xo) = rj;4 (xo) = Xo. Comecemos por 
rotular os vértices adjacentes a x 0 por x0,1, Xo,z, Xo,3, Xo.4, Xo,5, Xo,6, xo,1, Xo,s- Cada re-
flexão restrita aos vértices que distam 1 da geodésica pode ser expressa como produto 
de exatamente 3 transposições disjuntas. Suponhamos que o sejam da seguinte forma: 
<P11B(x0 ,1) - (xo,l, Xo,z) (xo,3, Xo,4) (xo,s, Xo,6) 
rpzJB(xo,l) - (xo,l, Xo,z) (xo,3, Xo,4) (xo,7, Xo,s) 
rf;3JB(xo,1) - (xo,l, Xo,z) (xo,5, Xo,B) (xo,7, Xo,s) 
rf;4IB(x0 ,1) - (xo,3, Xo,4) (xo,s, Xo,6) (xo,7, Xo,s) 
É fácil ver que rj;1 o rf;4 , rj;2 o rj;4 e rj;3 o rj;4 são involuções, ou seja, pertencem ao 
conjunto P, em outras palavras, chamando q\1 = a, rj;2 = b, rf;3 = c e ,P4 = d estamos 
nas condições do axioma (A3 ) a, b, cjd. Mas o produto abc tf: S, pois 
abciB(xo,l) - q\lJB(xo,l) 0 rpz)B(xo,l) 0 cp3JB(xo,l) 
- (xo,b Xo,z) 
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que é uma reflexão, pois não envolve 3 transposições disjuntas. 
partir desta tentativa frustrada de escolha dos conjuntos Se P, tentamos construí-
los de modo a satisfazer, por construção, os axiomas (A3 ) e (A.) e as hipóteses básicas, 
definindo ÇJ como o grupo gerado por S. A determinação explícita Ç, ou ao menos 
o índice Ç no grupo Aut (r) ficaria então como uma questão a ser determinada. 
Sejam r uma árvore reguiar de valência 4k, k E N, x0 E V (r) e 
última igualdade automorfismos 
gerado pelas reflexões que fixam xo. 
Seja 
:F:= { ( !.p, { <Pn} nEN) ; 'P E Yx0 e { <Pn} nEN é uma construção de 'P}, 
onde adotamos o termo construção no sentido definido na página 48. Cada elemento 
de :F é um par constituído por um automorfismo que fixa x0 e uma construção (não 
necessariamente única) deste automorfismo. 
Definição 93 Dado um par ( !.p, { <Pn} nEN) E :F, dizemos que <Pn é x-primitiva se 
<Pn!B(x0 ,d(x,xo)) = Id 
mas <Pn!B(x,l) =J Id. 
Observação: Dado um par ('P, {<Pn}nEN) E :F, para todo X E r existe no máximo 
uma reflexão <Pno que é x-primitiva. 
Seja x E r e x, x2 , ••• , x4k um rotulamento dos vértices adjacentes a x, onde as-
sumimos que x1 está ente x0 ex. Dados elementos ('P, {<Pn}nEN), (~.p', { q\~} nEN) E :F, 
suponha que <Pno e ,P',0 sejam ambas reflexões x-primitivas. As restrições de cada uma 
destas reflexões a B (x, 1) se expressa de modo único como produto de transposições 
disjuntas (xi,xj,) ... (xir,xir) e (xi~'xj;) ... (x;~,xj~) dos vértices adjacentes a x, sem 
envolver o vértice x1 • 
Definição 94 Assumindo a notação acima, consideremos os conjuntos de índices en-
volvidos nas decomposições de <Pno e ,P',0 , {x;,xj, ... ,x;r,xiJ e {xi;'xJ;, ... ,x;;,xj:} 
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respectivamente. Dizemos que ('f,{<Pn}nEN) e ('f',{<t>~LEJ são x-compatíveis se 
quando os conjuntos de índices forem disjuntos, as transposições envolvendo a 
intersecção forem as mesmas para ambos ( \0, { <Pn} nEN) e (/, { çl>~} nEJ, ou seja, se 
xi, = xi~, então (xiu Xj,) = ( xi;, xj;). Dizemos que ('f, { <Pn} nEN) e ('f', { <P~ LEJ são 
compatlvms se forem x-compatíveis para todo x E r. 
Denotamos por P (:F) o conjunto das partes de :F. Consideremos apenas a fanu1ia 
C C P (:F), chamado de conjuntos compatíveis, formado por subconjuntos de pares 
{ ('fi, { <Pn} nEN)} compatíveis dois a dois. A família dos conjuntos compatíveis possui 
dois subconjuntos distinguidos disjuntos: 
A família C+ é constituída por subconjuntos A E C tais para todo ele-
mento ('f, {<Pn}nEN) E A, se <Pn for x-primitiva que se expressa como o produto 
(xi 1 , Xj,) ... (xir, XjJ de transposições disjuntas dos vértices adjacentes a x, então r 
é ímpar. Estamos assumindo que r tem valência 4k, de modo que para todo vértice X 
fixo por <p, a restrição de <Pn a x deve permutar exatamente 4k- 2 vértices adjacentes a 
x (ficam excluídos apenas os 2 vértices adjacentes pertencentes a geodésica de reflexão), 
ou seja, a decomposição de <Pn envolve 4k22 = 2k - 1 transposições disjuntas. Temos 
assim que a família c+ é não vazia. 
De modo similar, definimos a família c- que é constituída por subconjuntos A E C 
tais que, para todo ('P, {<Pn}nEN) E A, se <Pn for x-primitiva se expressando como o 
produto (xi, Xj,) ... (xir, XjJ de transposições disjuntas dos vértices adjacentes, então 
r é par sempre que 'P (x) f x. Conforme acabamos de ver, devemos exigir que x não 
seja ponto fixo de <p para que a família c- não seja vazia. 
Obviamente, por construção, temos que c+ n c- = 0. 
Ambas as famílias são ordenadas por inclusão e toda cadeia maximal em alguma 
delas possui limitante superior, dado pela união dos elementos da cadeia. Pelo Lema 
de Zorn, cada uma destas possui elemento maximaL Denotamos então por S um 
elemento maximal de c+' por p um elemento maximal de c- e por g o grupo gerado 
pelos elementos <p tais que ('f, { <Pn}nEN) E S. 
Os conjuntos S e P são claramentes disjuntos. Além disto, parece-nos plausível 
demonstrar que P é gerado por S, visto que, restrito a cada vértice, a x-primitiva 
<Pn (com ('P, {<Pn}nEN) E P) pode ser expressa com um número par de transposições 
disjuntas, e deste modo pode ser expressa (restrita a cada vértice) como produto de 
duas x-primitivas que são expressas com um número ímpar de transposições disjuntas, 
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ou seja, pertencentes a S. 
condição 
sejam satisfeitos, pois, se 4;~, 4Y! e q,~ forem x-primitivas com a restrição aos vér-
tices adjacentes a x dadas respectivamente pelos produtos disjuntos transposições 
(xii,xJi) ... (xi;,xi;), (xiy,xir) ... (xi;,xJ;) e (xi{:xjr) ... (xi~,xJr), então, o produto 
envolve um número ímpar de transposições se tivermos r, s e t ímpares e um número 
par se r, s e t forem todos pares. 
Imaginamos que com estas definições seja possível provar de fato a r.nmR 
(Q, S, P) satisfaça as condições básicas de um grupo pré-Hjelmslev, assim como os 
axiomas (AI), (A3) e (A4). Devido a complexidade da construção, esta demonstração 
permanece em aberto, assim como a determinação do grupo Q e de seu índice em 
Aut (r)xo· 
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